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I. Инструкция к пособию
Данная работа представлена в формате pdf и, следовательно, мо-

жет использоваться на различных аппаратных и программных плат-

формах.
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I. Инструкция к пособию
Данная работа представлена в формате pdf и, следовательно, мо-

жет использоваться на различных аппаратных и программных плат-

формах.

Для просмотра файлов pdf желательно использовать программу

Adobe Reader версии 8 или 9, но для операционной системы Android

желательно применять Smart Office. Можно использовать другую

программу, поддерживающую выполнение скриптов, включенных в

файл pdf. Следует проследить, чтобы было разрешено выполнение

скриптов. Это необходимо для выполнения переходов по гиперссыл-

кам.
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

Электронный учебник представляет собой систему файлов, кото-

рые следует просматривать с помощью программы Adobe Reader.

Основным из этих файлов является 0000Spisok.pdf, содержащий

гиперссылки на файлы с представлениями лекций и практических

занятий.

Вернуться из презентации любой лекции и практического занятия

к файлу 0000Spisok.pdf можно двумя способами:
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

Электронный учебник представляет собой систему файлов, кото-

рые следует просматривать с помощью программы Adobe Reader.

Основным из этих файлов является 0000Spisok.pdf, содержащий

гиперссылки на файлы с представлениями лекций и практических

занятий.

Вернуться из презентации любой лекции и практического занятия

к файлу 0000Spisok.pdf можно двумя способами:

во-первых, с титульного листа с помощью гиперссылки, отмеченной

словосочетанием «электронного учебника» во фразе «Раздел элек-

тронного учебника»;
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

Электронный учебник представляет собой систему файлов, кото-

рые следует просматривать с помощью программы Adobe Reader.

Основным из этих файлов является 0000Spisok.pdf, содержащий

гиперссылки на файлы с представлениями лекций и практических

занятий.

Вернуться из презентации любой лекции и практического занятия

к файлу 0000Spisok.pdf можно двумя способами:

во-первых, с титульного листа с помощью гиперссылки, отмеченной

словосочетанием «электронного учебника» во фразе «Раздел элек-

тронного учебника»;

во-вторых, с последней страницы, по гиперссылке «Вернуться к спис-

ку презентаций».
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

В презентациях, предназначенных для проведения практических

занятий, имеется два вида учебных заданий: примеры, предназна-

ченные для иллюстрации теоретического материала, демонстрации

методов решения задач и т. п., и задачи, предназначенные для само-

стоятельного решения.
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

В программе Adobe Reader переход в полноэкранный режим и воз-

вращение к режиму работы в окне осуществляется комбинацией кла-

виш Ctrl+L (т.е. одновременным нажатием клавиш «Ctrl» и «L»). Пе-

реход к следующему слайду или возвращение к предыдущему слайду

осуществляется клавишами «Page Up» или «Page Down».
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

Для перехода по гиперссылке, как обычно, следует навести ука-

затель мыши на текст, выделенный красным (но не пурпурным) или

синим цветом и нажать на левую кнопку мыши или левую кнопку та-

чпада (для ноутбука). «Откат», т.е. отмена предыдущей команды (на-

пример, перехода по гиперссылке) осуществляется одновременным

нажатием клавиш Alt и ← (в Adobe Reader X может не работать).
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

В случае, если два соседних слова выделены, допустим, синим цве-

том, но одно набрано обычным, а другое — полужирным шрифтом,

то это означает, что переход по гиперссылкам осуществляется на раз-

личные мишени.
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II. Полугруппа

Определение 1. Группоид ⟨𝐴, {*}⟩ называется полугруппой, ес-
ли * — ассоциативная операция, то есть выполняется тождество

(𝑥 * 𝑦) * 𝑧 = 𝑥 * (𝑦 * 𝑧).
Иногда говорят, что 𝐴 — полугруппа относительно операции

*. При этом равенство (𝑥 * 𝑦) * 𝑧 = 𝑥 * (𝑦 * 𝑧) называют аксиомой
полугруппы.
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II.1. Идеал полугруппы
В каких направлениях нам следует развивать исследование полу-

групп?
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II.1. Идеал полугруппы
В каких направлениях нам следует развивать исследование полу-

групп?

В первую очередь следует позаботиться о стандартных способах

задания полугруппы. Один из вариантов — задание полугруппо-

вой операции, анпример, таблицей Кэли. У этого способа есть ряд

недостатков:
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II.1. Идеал полугруппы
В каких направлениях нам следует развивать исследование полу-

групп?

В первую очередь следует позаботиться о стандартных способах

задания полугруппы. Один из вариантов — задание полугруппо-

вой операции, анпример, таблицей Кэли. У этого способа есть ряд

недостатков:

– можно применить только для конечных полугрупп;
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II.1. Идеал полугруппы
В каких направлениях нам следует развивать исследование полу-

групп?

В первую очередь следует позаботиться о стандартных способах

задания полугруппы. Один из вариантов — задание полугруппо-

вой операции, анпример, таблицей Кэли. У этого способа есть ряд

недостатков:

– можно применить только для конечных полугрупп;

– громоздкость задания для полугрупп большого порядка;
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II.1. Идеал полугруппы
В каких направлениях нам следует развивать исследование полу-

групп?

В первую очередь следует позаботиться о стандартных способах

задания полугруппы. Один из вариантов — задание полугруппо-

вой операции, анпример, таблицей Кэли. У этого способа есть ряд

недостатков:

– можно применить только для конечных полугрупп;

– громоздкость задания для полугрупп большого порядка;

– непрозрачность «структуры» полугруппы, ее устройства и т.д.
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II.1. Идеал полугруппы
В каких направлениях нам следует развивать исследование полу-

групп?

В первую очередь следует позаботиться о стандартных способах

задания полугруппы. Один из вариантов — задание полугрупповой

операции, анпример, таблицей Кэли.

Другой вариант — «конструирование» полугруппы с помощью

других полугрупп и специальных преобразований. Этот способ пред-

ставляется более перспективным. В частности, таким образом иссле-

дование сводится к изучению «более простых» полугрупп.
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II.1. Идеал полугруппы
В каких направлениях нам следует развивать исследование полу-

групп?

В первую очередь следует позаботиться о стандартных способах

задания полугруппы. Один из вариантов — задание полугрупповой

операции, анпример, таблицей Кэли.

Другой вариант — «конструирование» полугруппы с помощью

других полугрупп и специальных преобразований. Этот способ пред-

ставляется более перспективным. В частности, таким образом иссле-

дование сводится к изучению «более простых» полугрупп.

Итак, надо выбрать подполугруппы, наиболее перспективные для

изучения.
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II.1. Идеал полугруппы

Определение 2. Подмножество 𝐼 полугруппы 𝑃 называется

левым идеалом, если для любого 𝑥 из 𝑃 выполняется включение

𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е. {︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒ 𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼. (0)
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II.1. Идеал полугруппы

Определение 2. Подмножество 𝐼 полугруппы 𝑃 называется

левым идеалом, если для любого 𝑥 из 𝑃 выполняется включение

𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е. {︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒ 𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼. (0)

Определение 3. Подмножество 𝐼 полугруппы 𝑃 называется

правым идеалом, если для любого 𝑥 из 𝑃 выполняется включение

𝐼 * 𝑥 ⊆ 𝐼, т.е. {︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒ 𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼. (0)
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II.1. Идеал полугруппы

Определение 4. Подмножество 𝐼 полугруппы 𝑃 называется

идеалом или двусторонним идеалом, если для любого 𝑥 из 𝑃

выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(1)
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II.1. Идеал полугруппы

Определение 4. Подмножество 𝐼 полугруппы 𝑃 называется

идеалом или двусторонним идеалом, если для любого 𝑥 из 𝑃

выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(1)

В частности, идеал полугруппы является одновременно ее левым

и правым идеалом.

Рассмотреть пример?
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II.2. Теорема об идеале полугруппы

Определение 4. Подмножество 𝐼 полугруппы 𝑃 называется

идеалом или двусторонним идеалом, если для любого 𝑥 из 𝑃

выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(1)

Теорема 1. Идеал 𝐼 полугруппы 𝑃 есть подполугруппа полу-
группы 𝑃 .

Доказательство.
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Доказательство. Если 𝑎 и 𝑏 — элементы из 𝐼 , то, поформуле (1)
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Доказательство. Если 𝑎 и 𝑏 — элементы из 𝐼 , то, поформуле (1){︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐼
⇒ 𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐼.
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II.2. Теорема об идеале полугруппы

Определение 4. Подмножество 𝐼 полугруппы 𝑃 называется

идеалом или двусторонним идеалом, если для любого 𝑥 из 𝑃

выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(1)

Теорема 1. Идеал 𝐼 полугруппы 𝑃 есть подполугруппа полу-
группы 𝑃 .

Доказательство. Если 𝑎 и 𝑏 — элементы из 𝐼 , то, поформуле (1){︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐼
⇒ 𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐼.

Ассоциативность ограничения операции * на 𝐼 следует из ассоци-

ативности операции * в 𝑃 .
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II.2. Теорема об идеале полугруппы

Определение 4. Подмножество 𝐼 полугруппы 𝑃 называется

идеалом или двусторонним идеалом, если для любого 𝑥 из 𝑃

выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(1)

Теорема 1. Идеал 𝐼 полугруппы 𝑃 есть подполугруппа полу-
группы 𝑃 .

Доказательство. Если 𝑎 и 𝑏 — элементы из 𝐼 , то, поформуле (1){︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐼
⇒ 𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐼.

Ассоциативность ограничения операции * на 𝐼 следует из ассоци-

ативности операции * в 𝑃 . Теорема доказана.
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II.3. Алгебра идеалов полугруппы
В соответствии со стратегией перехода от изучения отдельно-

го объекта к исследованию системы объектов напрашивается

ввести операции и отношения на множестве идеалов.
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Рассмотрим пример?
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Естественно, воспользуемся
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Естественно, воспользуемся формулой (1):
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Естественно, воспользуемся формулой (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽
по (2)
⇒
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Естественно, воспользуемся формулой (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽
по (2)
⇒ ∃𝑎 ∃𝑏

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽,

𝑦 = 𝑎 * 𝑏

⇒
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Естественно, воспользуемся формулой (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽
по (2)
⇒ ∃𝑎 ∃𝑏

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽,

𝑦 = 𝑎 * 𝑏

⇒

⇒
{︂

𝑥 * (𝑎 * 𝑏) =
(𝑎 * 𝑏) * 𝑥 =
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Естественно, воспользуемся формулой (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽
по (2)
⇒ ∃𝑎 ∃𝑏

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽,

𝑦 = 𝑎 * 𝑏

⇒

⇒
{︂

𝑥 * (𝑎 * 𝑏) = (𝑥 * 𝑎) * 𝑏 =
(𝑎 * 𝑏) * 𝑥 =

41



II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Естественно, воспользуемся формулой (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽
по (2)
⇒ ∃𝑎 ∃𝑏

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽,

𝑦 = 𝑎 * 𝑏

⇒

⇒
{︂

𝑥 * (𝑎 * 𝑏) = (𝑥 * 𝑎) * 𝑏 = 𝑎′ * 𝑏 ∈ 𝐼 * 𝐽,
(𝑎 * 𝑏) * 𝑥 =
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Естественно, воспользуемся формулой (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽
по (2)
⇒ ∃𝑎 ∃𝑏

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽,

𝑦 = 𝑎 * 𝑏

⇒

⇒
{︂

𝑥 * (𝑎 * 𝑏) = (𝑥 * 𝑎) * 𝑏 = 𝑎′ * 𝑏 ∈ 𝐼 * 𝐽,
(𝑎 * 𝑏) * 𝑥 = 𝑎 * (𝑏 * 𝑥) =
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Естественно, воспользуемся формулой (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽
по (2)
⇒ ∃𝑎 ∃𝑏

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽,

𝑦 = 𝑎 * 𝑏

⇒

⇒
{︂

𝑥 * (𝑎 * 𝑏) = (𝑥 * 𝑎) * 𝑏 = 𝑎′ * 𝑏 ∈ 𝐼 * 𝐽,
(𝑎 * 𝑏) * 𝑥 = 𝑎 * (𝑏 * 𝑥) = 𝑎 * 𝑏′ ∈
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Естественно, воспользуемся формулой (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽
по (2)
⇒ ∃𝑎 ∃𝑏

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽,

𝑦 = 𝑎 * 𝑏

⇒

⇒
{︂

𝑥 * (𝑎 * 𝑏) = (𝑥 * 𝑎) * 𝑏 = 𝑎′ * 𝑏 ∈ 𝐼 * 𝐽,
(𝑎 * 𝑏) * 𝑥 = 𝑎 * (𝑏 * 𝑥) = 𝑎 * 𝑏′ ∈ 𝐼 * 𝐽.
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Наконец,⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎 * 𝑏 = 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
*𝑏,

⇒
{︂
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Наконец,⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎 * 𝑏 = 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
*𝑏,

⇒
{︂

𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐼,
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Наконец,⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎 * 𝑏 = 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
*𝑏,

𝑎 * 𝑏 = 𝑎 * 𝑏⏟ ⏞ 
∈𝐽

⇒
{︂

𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐼,
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Наконец,⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎 * 𝑏 = 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
*𝑏,

𝑎 * 𝑏 = 𝑎 * 𝑏⏟ ⏞ 
∈𝐽

⇒
{︂

𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐼,

𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐽
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Наконец,⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎 * 𝑏 = 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
*𝑏,

𝑎 * 𝑏 = 𝑎 * 𝑏⏟ ⏞ 
∈𝐽

⇒
{︂

𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐼,

𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐽
⇒ 𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽.
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II.4. Произведение идеалов полугруппы

Теорема 2. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎 * 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︂
(2)

является идеалом полугруппы 𝑃 , причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Наконец,⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎 * 𝑏 = 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
*𝑏,

𝑎 * 𝑏 = 𝑎 * 𝑏⏟ ⏞ 
∈𝐽

⇒
{︂

𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐼,

𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐽
⇒ 𝑎 * 𝑏 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽.

Теорема доказана.
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II.5. Пересечение идеалов полугруппы

Теорема 3. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .
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II.5. Пересечение идеалов полугруппы

Теорема 3. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Доказательство. Согласно формуле (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒
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II.5. Пересечение идеалов полугруппы

Теорема 3. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Доказательство. Согласно формуле (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎨⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐽,

⇒
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II.5. Пересечение идеалов полугруппы

Теорема 3. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Доказательство. Согласно формуле (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎨⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐽,

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐽

⇒
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II.5. Пересечение идеалов полугруппы

Теорема 3. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Доказательство. Согласно формуле (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎨⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐽,

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐽

⇒
{︂

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽.
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II.5. Пересечение идеалов полугруппы

Теорема 3. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Доказательство. Согласно формуле (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎨⎩
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐽,

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐽

⇒
{︂

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽.

Теорема доказана.

57



II.6. Объединение идеалов полугруппы

Теорема 4. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их объединение

(𝐼 ∪ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .
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II.6. Объединение идеалов полугруппы

Теорема 4. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их объединение

(𝐼 ∪ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Рассмотрим пример?

59



II.6. Объединение идеалов полугруппы

Теорема 4. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их объединение

(𝐼 ∪ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Доказательство. Согласно формуле (1):
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II.6. Объединение идеалов полугруппы

Теорема 4. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их объединение

(𝐼 ∪ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Доказательство. Согласно формуле (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 ∪ 𝐽
⇒
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II.6. Объединение идеалов полугруппы

Теорема 4. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их объединение

(𝐼 ∪ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Доказательство. Согласно формуле (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 ∪ 𝐽
⇒

⎡⎢⎢⎢⎣
{︂

𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼,{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐽

⇒
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II.6. Объединение идеалов полугруппы

Теорема 4. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их объединение

(𝐼 ∪ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Доказательство. Согласно формуле (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 ∪ 𝐽
⇒

⎡⎢⎢⎢⎣
{︂

𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼,{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐽

⇒

⎡⎢⎢⎢⎣
{︂

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼,{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐽

⇒
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II.6. Объединение идеалов полугруппы

Теорема 4. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы полугруппы 𝑃 , то их объединение

(𝐼 ∪ 𝐽) является идеалом полугруппы 𝑃 .

Доказательство. Согласно формуле (1):

{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼 ∪ 𝐽
⇒

⎡⎢⎢⎢⎣
{︂

𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐼,{︂
𝑥 ∈ 𝑃,

𝑦 ∈ 𝐽

⇒

⎡⎢⎢⎢⎣
{︂

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼,{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐽

⇒

⇒
{︂

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼 ∪ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼 ∪ 𝐽.
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III. Кольцо
Примером переноса понятия на усложненный математический объ-

ект является введение понятия идеала кольца.
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);

Значит, ⟨𝐾, {+}⟩ — полугруппа.
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);

3) в 𝐾 существует элемент, который мы обозначим 0, такой, что

для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется соотношение 𝑥 + 0 = 𝑥 (наличие

нулевого элемента);
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);

3) в 𝐾 существует элемент, который мы обозначим 0, такой, что

для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется соотношение 𝑥 + 0 = 𝑥 (наличие

нулевого элемента);

Значит, ⟨𝐾, {+}⟩ — полугруппа с нейтральным элемен-
том (с «единицей»).
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);

3) в 𝐾 существует элемент, который мы обозначим 0, такой, что

для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется соотношение 𝑥 + 0 = 𝑥 (наличие

нулевого элемента);

4) для любого 𝑥 из 𝐾 существует такой элемент (−𝑥), что

(−𝑥) + 𝑥 = 0 (элемент, обратный относительно +);
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);

3) в 𝐾 существует элемент, который мы обозначим 0, такой, что

для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется соотношение 𝑥 + 0 = 𝑥 (наличие

нулевого элемента);

4) для любого 𝑥 из 𝐾 существует такой элемент (−𝑥), что

(−𝑥) + 𝑥 = 0 (элемент, обратный относительно +);

Значит, ⟨𝐾, {+}⟩ — группа.
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);

3) в 𝐾 существует элемент, который мы обозначим 0, такой, что

для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется соотношение 𝑥 + 0 = 𝑥 (наличие

нулевого элемента);

4) для любого 𝑥 из 𝐾 существует такой элемент (−𝑥), что

(−𝑥) + 𝑥 = 0 (элемент, обратный относительно +);
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);

3) в 𝐾 существует элемент, который мы обозначим 0, такой, что

для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется соотношение 𝑥 + 0 = 𝑥 (наличие

нулевого элемента);

4) для любого 𝑥 из 𝐾 существует такой элемент (−𝑥), что

(−𝑥) + 𝑥 = 0 (элемент, обратный относительно +);

Значит, ⟨𝐾, {+}⟩ — абелева (коммутативная) группа
— аддитивная группа кольца.
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);

3) в 𝐾 существует элемент, который мы обозначим 0, такой, что

для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется соотношение 𝑥 + 0 = 𝑥 (наличие

нулевого элемента);

4) для любого 𝑥 из 𝐾 существует такой элемент (−𝑥), что

(−𝑥) + 𝑥 = 0 (элемент, обратный относительно +);

5) 𝑥 · (𝑦 · 𝑧) = (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 (ассоциативность «умножения»);
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);

3) в 𝐾 существует элемент, который мы обозначим 0, такой, что

для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется соотношение 𝑥 + 0 = 𝑥 (наличие

нулевого элемента);

4) для любого 𝑥 из 𝐾 существует такой элемент (−𝑥), что

(−𝑥) + 𝑥 = 0 (элемент, обратный относительно +);

5) 𝑥 · (𝑦 · 𝑧) = (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 (ассоциативность «умножения»);

Значит, ⟨𝐾, {·}⟩ — полугруппа.
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III.1. Определение кольца

Определение 5. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-

вается алгебра ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ для которой выполняются следующие

утверждения (аксиомы кольца):

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (коммутативность «сложения»);

2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (ассоциативность «сложения»);

3) в 𝐾 существует элемент, который мы обозначим 0, такой, что

для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется соотношение 𝑥 + 0 = 𝑥 (наличие

нулевого элемента);

4) для любого 𝑥 из 𝐾 существует такой элемент (−𝑥), что

(−𝑥) + 𝑥 = 0 (элемент, обратный относительно +);

5) 𝑥 · (𝑦 · 𝑧) = (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 (ассоциативность «умножения»);

𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧, (𝑦 + 𝑧) · 𝑥 = 𝑦 · 𝑥 + 𝑧 · 𝑥 (левая и правая

дистрибутивности).
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III.1. Определение кольца
Часто это определение формулируют следующим образом: кольцом

называется непустое множество 𝐾 с операциями, которые мы обо-

значим + и ·, в котором имеется элемент, который мы обозначим

символом 0, причем выполняются приведенные выше аксиомы коль-

ца.
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III.1. Определение кольца
Иногда в определении кольца отказываются от аксиомы 5 (ассо-

циативность «умножения») и заменяют ее какой-нибудь другой.

В этом случае говорят о неассоциативных кольцах.

Выполнение аксиом 2-4 говорит о том, что 𝐾 является группой

относительно сложения, а выполнение при этом аксиомы 1 говорит о

том, что это абелева или, иными словами, коммутативная группа.
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III.2. Элементарные теоремы теории колец
Рассмотрим несколько следствий из определений.
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III.3. Теорема об умножении на 0 в кольце

Теорема 5. Для любого элемента 𝑥 кольца 𝐾 имеют место ра-

венства 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥.
Доказательство.
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III.3. Теорема об умножении на 0 в кольце

Теорема 5. Для любого элемента 𝑥 кольца 𝐾 имеют место ра-

венства 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥.
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

= 𝑥 · (𝑦 + 0) =
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III.3. Теорема об умножении на 0 в кольце

Теорема 5. Для любого элемента 𝑥 кольца 𝐾 имеют место ра-

венства 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥.
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑦 + 0) =
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III.3. Теорема об умножении на 0 в кольце

Теорема 5. Для любого элемента 𝑥 кольца 𝐾 имеют место ра-

венства 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥.
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑦 + 0) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 0.
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III.3. Теорема об умножении на 0 в кольце

Теорема 5. Для любого элемента 𝑥 кольца 𝐾 имеют место ра-

венства 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥.
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑦 + 0) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 0.

По критерию нейтрального элемента 𝑥 · 0 является нейтральным
элементом аддитивной группы кольца, т.е.
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III.3. Теорема об умножении на 0 в кольце

Теорема 5. Для любого элемента 𝑥 кольца 𝐾 имеют место ра-

венства 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥.
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑦 + 0) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 0.

По критерию нейтрального элемента 𝑥 · 0 является нейтральным
элементом аддитивной группы кольца, т.е.

𝑥 · 0 = 0.
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III.3. Теорема об умножении на 0 в кольце

Теорема 5. Для любого элемента 𝑥 кольца 𝐾 имеют место ра-

венства 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥.
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑦 + 0) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 0.

Можно воспроизвести доказательство критерия нейтрального

элемента:

𝑥·𝑦 = 𝑥·𝑦+𝑥·0 ⇒
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III.3. Теорема об умножении на 0 в кольце

Теорема 5. Для любого элемента 𝑥 кольца 𝐾 имеют место ра-

венства 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥.
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑦 + 0) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 0.

Можно воспроизвести доказательство критерия нейтрального

элемента:

𝑥·𝑦 = 𝑥·𝑦+𝑥·0 ⇒ (−𝑥 * 𝑦) + 𝑥 · 𝑦⏟  ⏞  
0

= (−𝑥 * 𝑦) + 𝑥 · 𝑦⏟  ⏞  
0

+𝑥·0 ⇒
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III.3. Теорема об умножении на 0 в кольце

Теорема 5. Для любого элемента 𝑥 кольца 𝐾 имеют место ра-

венства 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥.
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑦 + 0) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 0.

Можно воспроизвести доказательство критерия нейтрального

элемента:

𝑥·𝑦 = 𝑥·𝑦+𝑥·0 ⇒ (−𝑥 * 𝑦) + 𝑥 · 𝑦⏟  ⏞  
0

= (−𝑥 * 𝑦) + 𝑥 · 𝑦⏟  ⏞  
0

+𝑥·0 ⇒ 𝑥·0 = 0.
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III.3. Теорема об умножении на 0 в кольце

Теорема 5. Для любого элемента 𝑥 кольца 𝐾 имеют место ра-

венства 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥.
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑦 + 0) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 0.

Можно воспроизвести доказательство критерия нейтрального

элемента:

𝑥·𝑦 = 𝑥·𝑦+𝑥·0 ⇒ (−𝑥 * 𝑦) + 𝑥 · 𝑦⏟  ⏞  
0

= (−𝑥 * 𝑦) + 𝑥 · 𝑦⏟  ⏞  
0

+𝑥·0 ⇒ 𝑥·0 = 0.

Утверждение 0 · 𝑥 = 0 доказывается аналогично. Теорема доказана.
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство.
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 =
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 = ((−𝑥) + 𝑥) · 𝑦 =
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 = ((−𝑥) + 𝑥) · 𝑦 = 0 · 𝑦 =
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 = ((−𝑥) + 𝑥) · 𝑦 = 0 · 𝑦 = 0.
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 = ((−𝑥) + 𝑥) · 𝑦 = 0 · 𝑦 = 0.

По теореме об однозначности 𝑔′ элемент (−𝑥) · 𝑦 является про-

тивоположным к элементу
(︀
−(𝑥 · 𝑦)

)︀
, т.е.
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 = ((−𝑥) + 𝑥) · 𝑦 = 0 · 𝑦 = 0.

По теореме об однозначности 𝑔′ элемент (−𝑥) · 𝑦 является про-

тивоположным к элементу
(︀
−(𝑥 · 𝑦)

)︀
, т.е.

(−𝑥) · 𝑦 = −(𝑥 · 𝑦).
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 = ((−𝑥) + 𝑥) · 𝑦 = 0 · 𝑦 = 0.

Можно воспроизвести доказательство теоремы об однозначно-

сти 𝑔′:

(−𝑥) ·𝑦+𝑥 ·𝑦 = 0 ⇒

98



III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 = ((−𝑥) + 𝑥) · 𝑦 = 0 · 𝑦 = 0.

Можно воспроизвести доказательство теоремы об однозначно-

сти 𝑔′:

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 = 0 ⇒ (−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 + (−(𝑥 · 𝑦)) = 0 + (−(𝑥 · 𝑦)) ⇒
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Согласно аксиомам кольца

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 = ((−𝑥) + 𝑥) · 𝑦 = 0 · 𝑦 = 0.

Можно воспроизвести доказательство теоремы об однозначно-

сти 𝑔′:

(−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 = 0 ⇒ (−𝑥) · 𝑦 + 𝑥 · 𝑦 + (−(𝑥 · 𝑦)) = 0 + (−(𝑥 · 𝑦)) ⇒

⇒ (−𝑥) · 𝑦 = −(𝑥 · 𝑦).
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Наконец, согласно аксиомам кольца

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 =
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Наконец, согласно аксиомам кольца

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · ((−𝑦) + 𝑦) =
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Наконец, согласно аксиомам кольца

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · ((−𝑦) + 𝑦) = 𝑥 · 0 =
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Наконец, согласно аксиомам кольца

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · ((−𝑦) + 𝑦) = 𝑥 · 0 = 0.
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Наконец, согласно аксиомам кольца

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · ((−𝑦) + 𝑦) = 𝑥 · 0 = 0.

По теореме об однозначности 𝑔′ элемент 𝑥 · (−𝑦) является про-
тивоположным к элементу

(︀
−(𝑥 · 𝑦)

)︀
, т.е.
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Наконец, согласно аксиомам кольца

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · ((−𝑦) + 𝑦) = 𝑥 · 0 = 0.

Можно воспроизвести доказательство:

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 0 ⇒
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Наконец, согласно аксиомам кольца

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · ((−𝑦) + 𝑦) = 𝑥 · 0 = 0.

Можно воспроизвести доказательство:

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 + (−(𝑥 · 𝑦)) = −(𝑥 · 𝑦) ⇒
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Наконец, согласно аксиомам кольца

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · ((−𝑦) + 𝑦) = 𝑥 · 0 = 0.

Можно воспроизвести доказательство:

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 + (−(𝑥 · 𝑦)) = −(𝑥 · 𝑦) ⇒

⇒ 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
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III.4. Теорема об умножении на противоположный
элемент

Теорема 6. Для любых элементов 𝑥 и 𝑦 кольца 𝐾 имеет место

равенство (−𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Доказательство. Наконец, согласно аксиомам кольца

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · ((−𝑦) + 𝑦) = 𝑥 · 0 = 0.

Можно воспроизвести доказательство:

𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 · (−𝑦) + 𝑥 · 𝑦 + (−(𝑥 · 𝑦)) = −(𝑥 · 𝑦) ⇒

⇒ 𝑥 · (−𝑦) = −(𝑥 · 𝑦).
Теорема доказана.

109



III.5. Частные виды колец
Для развития теории следует обогатить понятийный аппарат. В

частности, следует выделить некоторые частные виды колец. Для

выделения этих типов применим стратегию приоритетного изу-

чения экстремальных ситуаций.

110



III.6. Конечные кольца

Определение 6.Кольцо 𝐾 называется конечным кольцом, ес-

ли множество 𝐾 является конечным.
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III.7. Кольцо с единицей

Определение 7. Кольцо 𝒦 = ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ называется кольцом
с единицей, если в мультипликативной полугруппе коль-
ца имеется элемент 𝑒 такой, что для любого ненулевого элемен-

та 𝑥 выполняются равенства 𝑥 · 𝑒 = 𝑒 · 𝑥 = 𝑥.
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III.7. Кольцо с единицей

Определение 7. Кольцо 𝒦 = ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ называется кольцом
с единицей, если в мультипликативной полугруппе коль-
ца имеется элемент 𝑒 такой, что для любого ненулевого элемен-

та 𝑥 выполняются равенства 𝑥 · 𝑒 = 𝑒 · 𝑥 = 𝑥.

Кольцами с единицей являются кольцо целых чисел и кольцо мат-

риц размерности 𝑛× 𝑛 (при фиксированном 𝑛).

113



III.7. Кольцо с единицей

Определение 7. Кольцо 𝒦 = ⟨𝐾, {+, ·, 0}⟩ называется кольцом
с единицей, если в мультипликативной полугруппе коль-
ца имеется элемент 𝑒 такой, что для любого ненулевого элемен-

та 𝑥 выполняются равенства 𝑥 · 𝑒 = 𝑒 · 𝑥 = 𝑥.

Кольцами с единицей являются кольцо целых чисел и кольцо мат-

риц размерности 𝑛× 𝑛 (при фиксированном 𝑛).

Кольцо всех четных целых чисел является кольцом без 1.
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III.8. Коммутативные кольца

Определение 8. Кольцо 𝐾 называется коммутативным коль-

цом, если операция * является коммутативной, т.е. 𝑥 * 𝑦 = 𝑦 * 𝑥
для любых 𝑥, 𝑦 из 𝐾.

115



III.8. Коммутативные кольца

Определение 8. Кольцо 𝐾 называется коммутативным коль-

цом, если операция * является коммутативной, т.е. 𝑥 * 𝑦 = 𝑦 * 𝑥
для любых 𝑥, 𝑦 из 𝐾.

Примерами коммутативных колец являются кольцо целых чисел,

кольцо многочленов, поле.

Примером некоммутативного кольца является кольцо матриц раз-

мерности 𝑛× 𝑛.
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III.9. Целостные кольца

Определение 9. Кольцо 𝐾 называется целостным кольцом

или областью целостности, если в кольце 𝐾 нет делителей ну-

ля, т.е.

𝑥 * 𝑦 = 0 ⇒
[︂
𝑎 = 0,

𝑏 = 0.

Иными словами, в целостном кольце произведение ненулевых эле-

ментов не может быть равно 0.
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III.9. Целостные кольца

Определение 9. Кольцо 𝐾 называется целостным кольцом

или областью целостности, если в кольце 𝐾 нет делителей ну-

ля, т.е.

𝑥 * 𝑦 = 0 ⇒
[︂
𝑎 = 0,

𝑏 = 0.

Примерами целостных колец являются кольцо целых чисел, кольцо

многочленов, поле. Не является целостным кольцо матриц размерно-

сти 𝑛× 𝑛 для 𝑛 > 1.

Например,

(︂
1 1

2 2

)︂(︂
1 2

−1 −2

)︂
=
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III.9. Целостные кольца

Определение 9. Кольцо 𝐾 называется целостным кольцом

или областью целостности, если в кольце 𝐾 нет делителей ну-

ля, т.е.

𝑥 * 𝑦 = 0 ⇒
[︂
𝑎 = 0,

𝑏 = 0.

Примерами целостных колец являются кольцо целых чисел, кольцо

многочленов, поле. Не является целостным кольцо матриц размерно-

сти 𝑛× 𝑛 для 𝑛 > 1.

Например,

(︂
1 1

2 2

)︂
⏟  ⏞  
̸=0

(︂
1 2

−1 −2

)︂
⏟  ⏞  

̸=0

=

119



III.9. Целостные кольца

Определение 9. Кольцо 𝐾 называется целостным кольцом

или областью целостности, если в кольце 𝐾 нет делителей ну-

ля, т.е.

𝑥 * 𝑦 = 0 ⇒
[︂
𝑎 = 0,

𝑏 = 0.

Примерами целостных колец являются кольцо целых чисел, кольцо

многочленов, поле. Не является целостным кольцо матриц размерно-

сти 𝑛× 𝑛 для 𝑛 > 1.

Например,

(︂
1 1

2 2

)︂
⏟  ⏞  
̸=0

(︂
1 2

−1 −2

)︂
⏟  ⏞  

̸=0

=

(︂
0 0

0 0

)︂
.
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III.9. Целостные кольца

Определение 9. Кольцо 𝐾 называется целостным кольцом

или областью целостности, если в кольце 𝐾 нет делителей ну-

ля, т.е.

𝑥 * 𝑦 = 0 ⇒
[︂
𝑎 = 0,

𝑏 = 0.

Примерами целостных колец являются кольцо целых чисел, кольцо

многочленов, поле. Не является целостным кольцо матриц размерно-

сти 𝑛× 𝑛 для 𝑛 > 1.

Например,

(︂
1 1

2 2

)︂(︂
1 2

−1 −2

)︂
=

(︂
0 0

0 0

)︂
. Более того,
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III.9. Целостные кольца

Определение 9. Кольцо 𝐾 называется целостным кольцом

или областью целостности, если в кольце 𝐾 нет делителей ну-

ля, т.е.

𝑥 * 𝑦 = 0 ⇒
[︂
𝑎 = 0,

𝑏 = 0.

Примерами целостных колец являются кольцо целых чисел, кольцо

многочленов, поле. Не является целостным кольцо матриц размерно-

сти 𝑛× 𝑛 для 𝑛 > 1.

Например,

(︂
1 1

2 2

)︂(︂
1 2

−1 −2

)︂
=

(︂
0 0

0 0

)︂
. Более того,(︂

1 −1
−1 1

)︂(︂
1 1

1 1

)︂
=
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III.9. Целостные кольца

Определение 9. Кольцо 𝐾 называется целостным кольцом

или областью целостности, если в кольце 𝐾 нет делителей ну-

ля, т.е.

𝑥 * 𝑦 = 0 ⇒
[︂
𝑎 = 0,

𝑏 = 0.

Примерами целостных колец являются кольцо целых чисел, кольцо

многочленов, поле. Не является целостным кольцо матриц размерно-

сти 𝑛× 𝑛 для 𝑛 > 1.

Например,

(︂
1 1

2 2

)︂(︂
1 2

−1 −2

)︂
=

(︂
0 0

0 0

)︂
. Более того,(︂

1 −1
−1 1

)︂
⏟  ⏞  
̸= 0

(︂
1 1

1 1

)︂
⏟  ⏞  
̸= 0

=
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III.9. Целостные кольца

Определение 9. Кольцо 𝐾 называется целостным кольцом

или областью целостности, если в кольце 𝐾 нет делителей ну-

ля, т.е.

𝑥 * 𝑦 = 0 ⇒
[︂
𝑎 = 0,

𝑏 = 0.

Примерами целостных колец являются кольцо целых чисел, кольцо

многочленов, поле. Не является целостным кольцо матриц размерно-

сти 𝑛× 𝑛 для 𝑛 > 1.

Например,

(︂
1 1

2 2

)︂(︂
1 2

−1 −2

)︂
=

(︂
0 0

0 0

)︂
. Более того,(︂

1 −1
−1 1

)︂
⏟  ⏞  
̸= 0

(︂
1 1

1 1

)︂
⏟  ⏞  
̸= 0

=

(︂
0 0

0 0

)︂
=
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III.9. Целостные кольца

Определение 9. Кольцо 𝐾 называется целостным кольцом

или областью целостности, если в кольце 𝐾 нет делителей ну-

ля, т.е.

𝑥 * 𝑦 = 0 ⇒
[︂
𝑎 = 0,

𝑏 = 0.

Примерами целостных колец являются кольцо целых чисел, кольцо

многочленов, поле. Не является целостным кольцо матриц размерно-

сти 𝑛× 𝑛 для 𝑛 > 1.

Например,

(︂
1 1

2 2

)︂(︂
1 2

−1 −2

)︂
=

(︂
0 0

0 0

)︂
. Более того,(︂

1 −1
−1 1

)︂
⏟  ⏞  
̸= 0

(︂
1 1

1 1

)︂
⏟  ⏞  
̸= 0

=

(︂
0 0

0 0

)︂
=

(︂
1 1

1 1

)︂(︂
1 −1
−1 1

)︂
.
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III.10. Евклидовы кольца
Понятие евклидова кольца обусловлено желанием выделить основ-

ные свойства, позволяющие гарантировать выполнение в кольце тео-

ремы о делении с остатком, доказанную для целых чисел и много-

членов.
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III.10. Евклидовы кольца

Определение 10. Кольцо 𝐾 называется евклидовым кольцом

тогда и только тогда, когда,

во-первых,
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III.10. Евклидовы кольца

Определение 10. Кольцо 𝐾 называется евклидовым кольцом

тогда и только тогда, когда,

во-первых, 𝐾 — коммутативное кольцо,

во-вторых,
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III.10. Евклидовы кольца

Определение 10. Кольцо 𝐾 называется евклидовым кольцом

тогда и только тогда, когда,

во-первых, 𝐾 — коммутативное кольцо,

во-вторых, 𝐾 является целостным кольцом,

в-третьих,
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III.10. Евклидовы кольца

Определение 10. Кольцо 𝐾 называется евклидовым кольцом

тогда и только тогда, когда,

во-первых, 𝐾 — коммутативное кольцо,

во-вторых, 𝐾 является целостным кольцом,

в-третьих, на 𝐾 определена функция 𝑔, удовлетворяющая услови-

ям:

1)
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III.10. Евклидовы кольца

Определение 10. Кольцо 𝐾 называется евклидовым кольцом

тогда и только тогда, когда,

во-первых, 𝐾 — коммутативное кольцо,

во-вторых, 𝐾 является целостным кольцом,

в-третьих на 𝐾 определена функция 𝑔, удовлетворяющая услови-

ям:

1) если 𝑥 — ненулевой элемент из 𝐾, то 𝑔(𝑥) является неотрица-

тельным целым числом, т.е. 𝑔(𝑥) ∈ N ∪ {0};
2)
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III.10. Евклидовы кольца

Определение 10. Кольцо 𝐾 называется евклидовым кольцом

тогда и только тогда, когда,

во-первых, 𝐾 — коммутативное кольцо,

во-вторых, 𝐾 является целостным кольцом,

в-третьих на 𝐾 определена функция 𝑔, удовлетворяющая услови-

ям:

1) если 𝑥 — ненулевой элемент из 𝐾, то 𝑔(𝑥) является неотрица-

тельным целым числом, т.е. 𝑔(𝑥) ∈ N ∪ {0};
2) для 𝑎 ̸= 0 и 𝑏 ̸= 0 имеем 𝑔(𝑎 * 𝑏) ≥ 𝑔(𝑎);

3)
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III.10. Евклидовы кольца

Определение 10. Кольцо 𝐾 называется евклидовым кольцом

тогда и только тогда, когда,

во-первых, 𝐾 — коммутативное кольцо,

во-вторых, 𝐾 является целостным кольцом,

в-третьих на 𝐾 определена функция 𝑔, удовлетворяющая услови-

ям:

1) если 𝑥 — ненулевой элемент из 𝐾, то 𝑔(𝑥) является неотрица-

тельным целым числом, т.е. 𝑔(𝑥) ∈ N ∪ {0};
2) для 𝑎 ̸= 0 и 𝑏 ̸= 0 имеем 𝑔(𝑎 * 𝑏) ≥ 𝑔(𝑎);

3) если 𝑎 ̸= 0, то для любого 𝑏 ∈ 𝐾 найдутся такие 𝑐, 𝑟 из 𝐾, что

𝑏 = 𝑐𝑎 + 𝑟, где 𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎) или 𝑟 = 0.

Здесь элемент 𝑐 называется частным от деления 𝑏 на 𝑎, а эле-

мент 𝑟 — остатком от деления 𝑏 на 𝑎.
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III.11. Идеал кольца
Множество элементов кольца с операцией умножения образует по-

лугруппу. Поэтому понятие идеала естественным образом перено-

сится в теорию колец.
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III.11.1. Определение левого, правого, двусторон-
него идеалов кольца

Определение 11. Подгруппа 𝐼 аддитивной группы кольца 𝐾 назы-

вается левым идеалом, если для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется

включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒ 𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼. (3)
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III.11.1. Определение левого, правого, двусторон-
него идеалов кольца

Определение 11. Подгруппа 𝐼 аддитивной группы кольца 𝐾 назы-

вается левым идеалом, если для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется

включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒ 𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼. (3)

Определение 12. Подгруппа 𝐼 аддитивной группы кольца 𝐾 назы-

вается правым идеалом, если для любого 𝑥 из 𝐾 выполняется

включение 𝐼 * 𝑥 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒ 𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼. (4)
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III.11.1. Определение левого, правого, двусторон-
него идеалов кольца

Определение 13. Подгруппа 𝐼 аддитивной группы кольца 𝐾 назы-

вается идеалом или двусторонним идеалом, если для любого

𝑥 из 𝐾 выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(5)
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III.11.1. Определение левого, правого, двусторон-
него идеалов кольца

Определение 13. Подгруппа 𝐼 аддитивной группы кольца 𝐾 назы-

вается идеалом или двусторонним идеалом, если для любого

𝑥 из 𝐾 выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(5)

В частности, идеал кольца является одновременно его левым и пра-

вым идеалом.
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III.11.2. Теорема об идеалах кольца

Определение 13. Подгруппа 𝐼 аддитивной группы кольца 𝐾 назы-

вается идеалом или двусторонним идеалом, если для любого

𝑥 из 𝐾 выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(5)

Теорема 7 (об идеалах кольца). Идеал 𝐼 кольца 𝐾 является

подкольцом кольца 𝐾.
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III.11.2. Теорема об идеалах кольца

Определение 13. Подгруппа 𝐼 аддитивной группы кольца 𝐾 назы-

вается идеалом или двусторонним идеалом, если для любого

𝑥 из 𝐾 выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(5)

Теорема 7 (об идеалах кольца). Идеал 𝐼 кольца 𝐾 является

подкольцом кольца 𝐾.

Доказательство. Из определения идеала следует, что остается

доказать замкнутость 𝐼 относительно умножения.
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III.11.2. Теорема об идеалах кольца

Определение 13. Подгруппа 𝐼 аддитивной группы кольца 𝐾 назы-

вается идеалом или двусторонним идеалом, если для любого

𝑥 из 𝐾 выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(5)

Теорема 7 (об идеалах кольца). Идеал 𝐼 кольца 𝐾 является

подкольцом кольца 𝐾.

Доказательство. Согласно формуле (5)
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III.11.2. Теорема об идеалах кольца

Определение 13. Подгруппа 𝐼 аддитивной группы кольца 𝐾 назы-

вается идеалом или двусторонним идеалом, если для любого

𝑥 из 𝐾 выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(5)

Теорема 7 (об идеалах кольца). Идеал 𝐼 кольца 𝐾 является

подкольцом кольца 𝐾.

Доказательство. Согласно формуле (5){︂
𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒
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III.11.2. Теорема об идеалах кольца

Определение 13. Подгруппа 𝐼 аддитивной группы кольца 𝐾 назы-

вается идеалом или двусторонним идеалом, если для любого

𝑥 из 𝐾 выполняется включение 𝑥 * 𝐼 ⊆ 𝐼, т.е.{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
(5)

Теорема 7 (об идеалах кольца). Идеал 𝐼 кольца 𝐾 является

подкольцом кольца 𝐾.

Доказательство. Согласно формуле (5){︂
𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼.
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III.12. Алгебра идеалов кольца
По аналогии с идеалами полугруппы и в соответствии со стратеги-

ей перехода от изучения отдельного объекта к исследованию

системы объектов напрашивается ввести операции и отношения на

множестве идеалов.
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

{︂
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,

𝑏𝑖 ∈ 𝐽

}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

{︂
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,

𝑏𝑖 ∈ 𝐽

}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Рассмотрим пример?
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

{︂
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,

𝑏𝑖 ∈ 𝐽

}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Сначала проверим, что 𝐼*𝐽 является подруппой

аддитивной группы кольца:
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество
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𝑎𝑖 ∈ 𝐼,

𝑏𝑖 ∈ 𝐽

}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Сначала проверим, что 𝐼*𝐽 является подруппой

аддитивной группы кольца:

(𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝)⏟  ⏞  
∈𝐼*𝐽

+
(︀
𝑎′1 * 𝑏′1 + 𝑎′2 * 𝑏′2 + . . . + 𝑎′𝑞 * 𝑏′𝑞

)︀⏟  ⏞  
∈𝐼*𝐽

=
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество
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(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .
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𝑎′1 * 𝑏′1 + 𝑎′2 * 𝑏′2 + . . . + 𝑎′𝑞 * 𝑏′𝑞

)︀⏟  ⏞  
∈𝐼*𝐽

=

= 𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝 + 𝑎′1 * 𝑏′1 + 𝑎′2 * 𝑏′2 + . . .+ 𝑎′𝑞 * 𝑏′𝑞 ∈ 𝐼 * 𝐽.
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество
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= 𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝 + 𝑎′1 * 𝑏′1 + 𝑎′2 * 𝑏′2 + . . .+ 𝑎′𝑞 * 𝑏′𝑞 ∈ 𝐼 * 𝐽.
Значит, произведение идеалов 𝐼 * 𝐽 замкнуто относительно опера-

ции * кольца 𝐾.
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество

𝐼 * 𝐽 =
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𝑎𝑖 ∈ 𝐼,

𝑏𝑖 ∈ 𝐽

}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Произведение идеалов 𝐼 * 𝐽 замкнуто относи-

тельно операции * кольца 𝐾. Ассоциативность выполняется для лю-

бых элементов из 𝐾, тем более равенство (𝑎 * 𝑏) * 𝑐 = 𝑎 * (𝑏 * 𝑐) вы-
полняется на подмножестве 𝐼 * 𝐽 множества 𝐾.
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

{︂
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,

𝑏𝑖 ∈ 𝐽

}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Произведение идеалов 𝐼 * 𝐽 замкнуто относи-

тельно операции * кольца 𝐾. Ассоциативность выполняется для лю-

бых элементов из 𝐾, тем более равенство (𝑎 * 𝑏) * 𝑐 = 𝑎 * (𝑏 * 𝑐) вы-
полняется на подмножестве 𝐼 * 𝐽 множества 𝐾.

Обратным к элементу 𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝 является

элемент (−𝑎1) * 𝑏1 + (−𝑎2) * 𝑏2 + . . . + (−𝑎𝑝) * 𝑏𝑝.
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

{︂
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,

𝑏𝑖 ∈ 𝐽

}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Произведение идеалов 𝐼 * 𝐽 замкнуто относи-

тельно операции * кольца 𝐾. Ассоциативность выполняется для лю-

бых элементов из 𝐾, тем более равенство (𝑎 * 𝑏) * 𝑐 = 𝑎 * (𝑏 * 𝑐) вы-
полняется на подмножестве 𝐼 * 𝐽 множества 𝐾.

Обратным к элементу 𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝 является

элемент (−𝑎1) * 𝑏1 + (−𝑎2) * 𝑏2 + . . . + (−𝑎𝑝) * 𝑏𝑝.
Нейтральным (нулевым) элементом является элемент 0 * 0.
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

{︂
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,

𝑏𝑖 ∈ 𝐽

}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

{︂
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,

𝑏𝑖 ∈ 𝐽

}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):{︂
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽

по (6)
⇒
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество
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}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):{︂
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽

по (6)
⇒ ∃𝑎𝑖 ∃𝑏𝑖

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,
𝑏𝑖 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

⇒
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III.13. Произведение идеалов кольца
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⇒ ∃𝑎𝑖 ∃𝑏𝑖

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,
𝑏𝑖 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

⇒

⇒
{︂

𝑥 * (𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝) =
(𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝) * 𝑥 =
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III.13. Произведение идеалов кольца
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𝑦 = 𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

⇒

⇒
{︂

𝑥 * (𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝) = (𝑥 * 𝑎1) * 𝑏1 + . . .+ (𝑥 * 𝑎𝑝) * 𝑏𝑝 ∈ 𝐼 * 𝐽,
(𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝) * 𝑥 =
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III.13. Произведение идеалов кольца
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𝑦 = 𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

⇒

⇒
{︂

𝑥 * (𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝) = (𝑥 * 𝑎1) * 𝑏1 + . . .+ (𝑥 * 𝑎𝑝) * 𝑏𝑝 ∈ 𝐼 * 𝐽,
(𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝) * 𝑥 = 𝑎1 * (𝑏1 * 𝑥) + . . .+ 𝑎𝑝 * (𝑏𝑝 * 𝑥) ∈ 𝐼 * 𝐽.
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III.13. Произведение идеалов кольца

Теорема 8. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то множество

𝐼 * 𝐽 =

{︂
𝑎1 * 𝑏1 + 𝑎2 * 𝑏2 + . . . + 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

{︂
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,

𝑏𝑖 ∈ 𝐽

}︂
(6)

является идеалом кольца 𝐾, причем 𝐼 * 𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 .

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):{︂
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑦 ∈ 𝐼 * 𝐽

по (6)
⇒ ∃𝑎𝑖 ∃𝑏𝑖

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑎𝑖 ∈ 𝐼,
𝑏𝑖 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝

⇒

⇒
{︂

𝑥 * (𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝) = (𝑥 * 𝑎1) * 𝑏1 + . . .+ (𝑥 * 𝑎𝑝) * 𝑏𝑝 ∈ 𝐼 * 𝐽,
(𝑎1 * 𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑝 * 𝑏𝑝) * 𝑥 = 𝑎1 * (𝑏1 * 𝑥) + . . .+ 𝑎𝑝 * (𝑏𝑝 * 𝑥) ∈ 𝐼 * 𝐽.

Теорема доказана.
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Тот факт, что (𝐼 ∩ 𝐽) — это подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾, очевиден:
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Тот факт, что (𝐼 ∩ 𝐽) — это подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾, очевиден:

{︂
𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение
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Доказательство. Тот факт, что (𝐼 ∩ 𝐽) — это подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾, очевиден:

{︂
𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 ∈ 𝐽,

𝑦 ∈ 𝐽

⇒
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца
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Доказательство. Тот факт, что (𝐼 ∩ 𝐽) — это подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾, очевиден:

{︂
𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 ∈ 𝐽,

𝑦 ∈ 𝐽

⇒
{︂

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐽
⇒
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Тот факт, что (𝐼 ∩ 𝐽) — это подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾, очевиден:

{︂
𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 ∈ 𝐽,

𝑦 ∈ 𝐽

⇒
{︂

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐽
⇒ 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽.
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. {︂
0 ∈ 𝐼,

0 ∈ 𝐽
⇒ 0 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. {︂
0 ∈ 𝐼,

0 ∈ 𝐽
⇒ 0 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 ⇒
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. {︂
0 ∈ 𝐼,

0 ∈ 𝐽
⇒ 0 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 ⇒
{︂

𝑥 ∈ 𝐼,

𝑥 ∈ 𝐽
⇒
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. {︂
0 ∈ 𝐼,

0 ∈ 𝐽
⇒ 0 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 ⇒
{︂

𝑥 ∈ 𝐼,

𝑥 ∈ 𝐽
⇒

{︂
(−𝑥) ∈ 𝐼,

(−𝑥) ∈ 𝐽
⇒
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. {︂
0 ∈ 𝐼,

0 ∈ 𝐽
⇒ 0 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 ⇒
{︂

𝑥 ∈ 𝐼,

𝑥 ∈ 𝐽
⇒

{︂
(−𝑥) ∈ 𝐼,

(−𝑥) ∈ 𝐽
⇒ (−𝑥) ∈ 𝐼 ∩ 𝐽.
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎨⎩
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐽,

⇒
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎨⎩
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐽,

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐽

⇒
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎨⎩
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐽,

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐽

⇒
{︂

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽.
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III.13.1. Пересечение идеалов кольца

Теорема 9. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их пересечение

(𝐼 ∩ 𝐽) является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽
⇒

⎧⎨⎩
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝐼,

𝑦 ∈ 𝐽,

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼,

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐽

⇒
{︂

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽,

𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽.

Теорема доказана.
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Определение 14. Суммой идеалов 𝐼 и 𝐽 кольца 𝐾 называется

множество

𝐼 + 𝐽 =

{︃
𝑎 + 𝑏

{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐽

}︃
(7)
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Рассмотрим пример?
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Очевидно, что (𝐼 + 𝐽) является подгруппой ад-

дитивной группы кольца 𝐾:
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Очевидно, что (𝐼 + 𝐽) является подгруппой ад-

дитивной группы кольца 𝐾:

(𝑎1 + 𝑏1)⏟  ⏞  
𝐼+𝐽

+ (𝑎2 + 𝑏2)⏟  ⏞  
𝐼+𝐽

=
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Очевидно, что (𝐼 + 𝐽) является подгруппой ад-

дитивной группы кольца 𝐾:

(𝑎1 + 𝑏1)⏟  ⏞  
𝐼+𝐽

+ (𝑎2 + 𝑏2)⏟  ⏞  
𝐼+𝐽

= (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Очевидно, что (𝐼 + 𝐽) является подгруппой ад-

дитивной группы кольца 𝐾:

(𝑎1 + 𝑏1)⏟  ⏞  
𝐼+𝐽

+ (𝑎2 + 𝑏2)⏟  ⏞  
𝐼+𝐽

= (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2) ∈ 𝐼 + 𝐽.
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽

⇒
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽

⇒ ∃𝑢 ∃𝑣

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑢 ∈ 𝐼,
𝑣 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽

⇒ ∃𝑢 ∃𝑣

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑢 ∈ 𝐼,
𝑣 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑢 ∈ 𝐼,
𝑥 * 𝑣 ∈ 𝐽,
𝑢 * 𝑥 ∈ 𝐼,
𝑣 * 𝑥 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽

⇒ ∃𝑢 ∃𝑣

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑢 ∈ 𝐼,
𝑣 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑢 ∈ 𝐼,
𝑥 * 𝑣 ∈ 𝐽,
𝑢 * 𝑥 ∈ 𝐼,
𝑣 * 𝑥 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

⇒

{︃
𝑥 * 𝑢+ 𝑥 * 𝑣 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑢 * 𝑥+ 𝑣 * 𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽

⇒ ∃𝑢 ∃𝑣

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑢 ∈ 𝐼,
𝑣 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑢 ∈ 𝐼,
𝑥 * 𝑣 ∈ 𝐽,
𝑢 * 𝑥 ∈ 𝐼,
𝑣 * 𝑥 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

⇒

{︃
𝑥 * 𝑢+ 𝑥 * 𝑣 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑢 * 𝑥+ 𝑣 * 𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

{︃
𝑥 * (𝑢+ 𝑣) ∈ 𝐼 + 𝐽,
(𝑢+ 𝑣) * 𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽

⇒ ∃𝑢 ∃𝑣

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑢 ∈ 𝐼,
𝑣 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑢 ∈ 𝐼,
𝑥 * 𝑣 ∈ 𝐽,
𝑢 * 𝑥 ∈ 𝐼,
𝑣 * 𝑥 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

⇒

{︃
𝑥 * 𝑢+ 𝑥 * 𝑣 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑢 * 𝑥+ 𝑣 * 𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

{︃
𝑥 * (𝑢+ 𝑣) ∈ 𝐼 + 𝐽,
(𝑢+ 𝑣) * 𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒
{︂

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽.
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III.13.2. Сумма идеалов кольца

Теорема 10. Если 𝐼 и 𝐽 — идеалы кольца 𝐾, то их сумма (𝐼 + 𝐽)

является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось проверить формулу (5):

{︂
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽

⇒ ∃𝑢 ∃𝑣

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 ∈ 𝐾,
𝑢 ∈ 𝐼,
𝑣 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 * 𝑢 ∈ 𝐼,
𝑥 * 𝑣 ∈ 𝐽,
𝑢 * 𝑥 ∈ 𝐼,
𝑣 * 𝑥 ∈ 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

⇒

{︃
𝑥 * 𝑢+ 𝑥 * 𝑣 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑢 * 𝑥+ 𝑣 * 𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒

{︃
𝑥 * (𝑢+ 𝑣) ∈ 𝐼 + 𝐽,
(𝑢+ 𝑣) * 𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑦 = 𝑢+ 𝑣

⇒
{︂

𝑥 * 𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽,
𝑦 * 𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽.

Теорема доказана.
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Рассмотрим идеал, порожденный минимальным числом элементов.

Попробуем рассмотреть случай, когда идеал порожден единствен-

ным элементом.

193



III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Допустим, идеал 𝐼 кольца𝐾 порожден единственным элементом 𝑎.

Тогда
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Допустим, идеал 𝐼 кольца𝐾 порожден единственным элементом 𝑎.

Тогда по определению идеала кольца для любых 𝑥, 𝑦 из 𝐾
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Допустим, идеал 𝐼 кольца𝐾 порожден единственным элементом 𝑎.

Тогда по определению идеала кольца для любых 𝑥, 𝑦 из 𝐾

𝑥 * 𝑎 ∈ 𝐾,
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Допустим, идеал 𝐼 кольца𝐾 порожден единственным элементом 𝑎.

Тогда по определению идеала кольца для любых 𝑥, 𝑦 из 𝐾

𝑥 * 𝑎 ∈ 𝐾, 𝑎 * 𝑦 ∈ 𝐾,
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Допустим, идеал 𝐼 кольца𝐾 порожден единственным элементом 𝑎.

Тогда по определению идеала кольца для любых 𝑥, 𝑦 из 𝐾

𝑥 * 𝑎 ∈ 𝐾, 𝑎 * 𝑦 ∈ 𝐾, 𝑥 * 𝑎 * 𝑦 ∈ 𝐾,
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Допустим, идеал 𝐼 кольца𝐾 порожден единственным элементом 𝑎.

Тогда по определению идеала кольца для любых 𝑥, 𝑦 из 𝐾

𝑥 * 𝑎 ∈ 𝐾, 𝑎 * 𝑦 ∈ 𝐾, 𝑥 * 𝑎 * 𝑦 ∈ 𝐾, 𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑚 слагаемых

.
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Следовательно, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единствен-

ным элементом 𝑎, то по определению идеала кольца для лю-

бых 𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Следовательно, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единствен-

ным элементом 𝑎, то по определению идеала кольца для лю-

бых 𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑥*𝑎+𝑎*𝑦+𝑢1*𝑎*𝑣1+𝑢2*𝑎*𝑣2+ . . .+𝑢𝑝*𝑎*𝑣𝑝+𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑚 слагаемых

∈ 𝐼,
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Следовательно, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единствен-

ным элементом 𝑎, то по определению идеала кольца для лю-

бых 𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑥*𝑎+𝑎*𝑦+𝑢1*𝑎*𝑣1+𝑢2*𝑎*𝑣2+ . . .+𝑢𝑝*𝑎*𝑣𝑝+𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑚 слагаемых

∈ 𝐼,

то есть
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III.14. Главные идеалы кольца
Какие идеалы наиболее перспективны для изучения? Разумеется,

воспользуемся исследовательскими стратегиями.

В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экс-

тремальных ситуаций» напрашивается в первую очередь обратить

внимание на «экстремальные» идеалы.

Следовательно, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единствен-

ным элементом 𝑎, то по определению идеала кольца для лю-

бых 𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑥*𝑎+𝑎*𝑦+𝑢1*𝑎*𝑣1+𝑢2*𝑎*𝑣2+ . . .+𝑢𝑝*𝑎*𝑣𝑝+𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑚 слагаемых

∈ 𝐼,

то есть

𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 +𝑚𝑎 ∈ 𝐼.
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку,
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾:
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾:

𝑚𝑎 + 𝑥′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′ + 𝑢′1 * 𝑎 * 𝑣′1 + 𝑢′2 * 𝑎 * 𝑣′2 + . . . + 𝑢′𝑝 * 𝑎 * 𝑣′𝑝+
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾:

𝑚𝑎 + 𝑥′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′ + 𝑢′1 * 𝑎 * 𝑣′1 + 𝑢′2 * 𝑎 * 𝑣′2 + . . . + 𝑢′𝑝 * 𝑎 * 𝑣′𝑝+
+𝑛𝑎 + 𝑥′′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′′ + 𝑢′′1 * 𝑎 * 𝑣′′1 + 𝑢′′2 * 𝑎 * 𝑣′′2 + . . . + 𝑢′′𝑞 * 𝑎 * 𝑣′′𝑞 =
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾:

𝑚𝑎 + 𝑥′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′ + 𝑢′1 * 𝑎 * 𝑣′1 + 𝑢′2 * 𝑎 * 𝑣′2 + . . . + 𝑢′𝑝 * 𝑎 * 𝑣′𝑝+
+𝑛𝑎 + 𝑥′′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′′ + 𝑢′′1 * 𝑎 * 𝑣′′1 + 𝑢′′2 * 𝑎 * 𝑣′′2 + . . . + 𝑢′′𝑞 * 𝑎 * 𝑣′′𝑞 =

= (𝑚 + 𝑛)𝑎 +
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾:

𝑚𝑎 + 𝑥′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′ + 𝑢′1 * 𝑎 * 𝑣′1 + 𝑢′2 * 𝑎 * 𝑣′2 + . . . + 𝑢′𝑝 * 𝑎 * 𝑣′𝑝+
+𝑛𝑎 + 𝑥′′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′′ + 𝑢′′1 * 𝑎 * 𝑣′′1 + 𝑢′′2 * 𝑎 * 𝑣′′2 + . . . + 𝑢′′𝑞 * 𝑎 * 𝑣′′𝑞 =

= (𝑚 + 𝑛)𝑎 + (𝑥′ + 𝑥′′) * 𝑎 +
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾:

𝑚𝑎 + 𝑥′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′ + 𝑢′1 * 𝑎 * 𝑣′1 + 𝑢′2 * 𝑎 * 𝑣′2 + . . . + 𝑢′𝑝 * 𝑎 * 𝑣′𝑝+
+𝑛𝑎 + 𝑥′′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′′ + 𝑢′′1 * 𝑎 * 𝑣′′1 + 𝑢′′2 * 𝑎 * 𝑣′′2 + . . . + 𝑢′′𝑞 * 𝑎 * 𝑣′′𝑞 =

= (𝑚 + 𝑛)𝑎 + (𝑥′ + 𝑥′′) * 𝑎 + 𝑎 * (𝑦′ + 𝑦′′)+
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾:

𝑚𝑎 + 𝑥′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′ + 𝑢′1 * 𝑎 * 𝑣′1 + 𝑢′2 * 𝑎 * 𝑣′2 + . . . + 𝑢′𝑝 * 𝑎 * 𝑣′𝑝+
+𝑛𝑎 + 𝑥′′ * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦′′ + 𝑢′′1 * 𝑎 * 𝑣′′1 + 𝑢′′2 * 𝑎 * 𝑣′′2 + . . . + 𝑢′′𝑞 * 𝑎 * 𝑣′′𝑞 =

= (𝑚 + 𝑛)𝑎 + (𝑥′ + 𝑥′′) * 𝑎 + 𝑎 * (𝑦′ + 𝑦′′)+

+𝑢′1 * 𝑎 * 𝑣′1 + . . . + 𝑢′𝑝 * 𝑎 * 𝑣′𝑝 + 𝑢′′1 * 𝑎 * 𝑣′′1 + . . . + 𝑢′′𝑞 * 𝑎 * 𝑣′′𝑞 ∈ 𝐼.
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾, и, во-вторых, для любого 𝑧 из 𝐾
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых
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𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾, и, во-вторых, для любого 𝑧 из 𝐾

𝑧 * (𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝) =
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾, и, во-вторых, для любого 𝑧 из 𝐾

𝑧 * (𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝) =

= (𝑚𝑧)*𝑎+(𝑧*𝑥)*𝑎+𝑧*𝑎*𝑦+(𝑧*𝑢1)*𝑎*𝑣1+ . . .+(𝑧*𝑢𝑝)*𝑎*𝑣𝑝 ∈ 𝐼.
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾, и, во-вторых, для любого 𝑧 из 𝐾

(𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝) * 𝑧 =
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является подгруп-

пой аддитивной группы кольца 𝐾, и, во-вторых, для любого 𝑧 из 𝐾

(𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝) * 𝑧 =

= 𝑎*(𝑚𝑧)+𝑥*𝑎*𝑧+𝑎*(𝑦*𝑧)+𝑢1*𝑎*(𝑣1*𝑧)+ . . .+𝑢𝑝)*𝑎*(𝑣𝑝*𝑧) ∈ 𝐼.
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III.14. Главные идеалы кольца
Итак, если идеал 𝐼 кольца 𝐾 порожден единственным эле-

ментом 𝑎, то по определению идеала кольца для любых

𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑝 из 𝐾 имеем

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝 ∈ 𝐼.

С другой стороны, очевидно, что множество элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝
образует идеал кольца 𝐾, поскольку, во-первых, 𝐼 является под-

группой аддитивной группы кольца 𝐾, и, во-вторых, 𝐼 выдерживает

умножение на 𝑧 из 𝐾 слева и справа.
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III.14.1. Теорема о главных идеалах кольца
Мы доказали теорему:

Теорема 11. Подкольцо 𝐼(𝑎), состоящее из элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝,

где 𝑚 ∈ N ∪ {0}, {𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑣1, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣𝑝} ⊆ 𝐾, является идеа-

лом кольца 𝐾.
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III.14.1. Теорема о главных идеалах кольца

Теорема 11. Подкольцо 𝐼(𝑎), состоящее из элементов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝,

где 𝑚 ∈ N ∪ {0}, {𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑣1, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣𝑝} ⊆ 𝐾, является идеа-

лом кольца 𝐾.

Следствие 1. В коммутативном кольце 𝐾 элементы глав-

ного идеала 𝐼(𝑎) можно представить в виде 𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎, где

𝑚 ∈ N ∪ {0}, 𝑥 ∈ 𝐾.

220



III.14.2. Определение главного идеала кольца

Определение 15. Главным идеалом кольца 𝐾, порожденным

элементом 𝑎 из 𝐾, называется подкольцо 𝐼(𝑎), состоящее из эле-

ментов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝,

где 𝑚 ∈ N ∪ {0}, {𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑣1, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣𝑝} ⊆ 𝐾.

Рассмотрим пример?
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III.14.2. Определение главного идеала кольца

Определение 15. Главным идеалом кольца 𝐾, порожденным

элементом 𝑎 из 𝐾, называется подкольцо 𝐼(𝑎), состоящее из эле-

ментов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝,

где 𝑚 ∈ N ∪ {0}, {𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑣1, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣𝑝} ⊆ 𝐾.

Согласно следствию о главных идеалах коммутативного

кольца главный идеал 𝐼(𝑎) коммутативного кольца 𝐾 состоит из

элементов вида
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III.14.2. Определение главного идеала кольца

Определение 15. Главным идеалом кольца 𝐾, порожденным

элементом 𝑎 из 𝐾, называется подкольцо 𝐼(𝑎), состоящее из эле-

ментов вида

𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎 + 𝑎 * 𝑦 + 𝑢1 * 𝑎 * 𝑣1 + 𝑢2 * 𝑎 * 𝑣2 + . . . + 𝑢𝑝 * 𝑎 * 𝑣𝑝,

где 𝑚 ∈ N ∪ {0}, {𝑥, 𝑦, 𝑢1, 𝑣1, . . . , 𝑢𝑝, 𝑣𝑝} ⊆ 𝐾.

Согласно следствию о главных идеалах коммутативного

кольца главный идеал 𝐼(𝑎) коммутативного кольца 𝐾 состоит из

элементов вида 𝑚𝑎 + 𝑥 * 𝑎.
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III.15. Евклидовы кольца и кольца главных идеа-
лов
Сосредоточим наше внимание на введенных ранее евклидовых

кольцах и кольцах, все идеалы которых являются главными.
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III.15. Евклидовы кольца и кольца главных идеа-
лов
Сосредоточим наше внимание на введенных ранее евклидовых

кольцах и кольцах, все идеалы которых являются главными.

Определение 16. Кольцо, все идеалы которого являются глав-
ными идеалами, называется кольцом главных идеалов.
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Если

𝐼 = {0}, то 𝐼 является главным идеалом.
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Если

𝐼 = {0}, то 𝐼 является главным идеалом.

Значит, можно считать, что в 𝐼 имеется ненулевой элемент.
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем 𝑟 = 𝑥⏟ ⏞ 

∈𝐼
−𝑐 * 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем 𝑟 = 𝑥⏟ ⏞ 

∈𝐼
− 𝑐 * 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем 𝑟 = 𝑥⏟ ⏞ 

∈𝐼
− 𝑐 * 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
∈ 𝐼 .
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем 𝑟 = 𝑥⏟ ⏞ 

∈𝐼
− 𝑐 * 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
∈ 𝐼 . Сле-

довательно, по выбору 𝑎
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем 𝑟 = 𝑥⏟ ⏞ 

∈𝐼
− 𝑐 * 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
∈ 𝐼 . Сле-

довательно, по выбору 𝑎 имеем 𝑔(𝑎) ≤ 𝑔(𝑟), поэтому
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем 𝑟 = 𝑥⏟ ⏞ 

∈𝐼
− 𝑐 * 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
∈ 𝐼 . Сле-

довательно, по выбору 𝑎 имеем 𝑔(𝑎) ≤ 𝑔(𝑟), поэтому
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем 𝑟 = 𝑥⏟ ⏞ 

∈𝐼
− 𝑐 * 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
∈ 𝐼 . Сле-

довательно, по выбору 𝑎 имеем 𝑔(𝑎) ≤ 𝑔(𝑟), поэтому 𝑟 = 0.
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем 𝑟 = 𝑥⏟ ⏞ 

∈𝐼
− 𝑐 * 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
∈ 𝐼 . Сле-

довательно, по выбору 𝑎 имеем 𝑔(𝑎) ≤ 𝑔(𝑟), поэтому 𝑟 = 0.

Следовательно, 𝑥 = 𝑐 * 𝑎

240



III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем 𝑟 = 𝑥⏟ ⏞ 

∈𝐼
− 𝑐 * 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
∈ 𝐼 . Сле-

довательно, по выбору 𝑎 имеем 𝑔(𝑎) ≤ 𝑔(𝑟), поэтому 𝑟 = 0.

Следовательно, 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 ∈ 𝐼(𝑎).
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал евклидова кольца 𝐾. Обо-

значим через 𝑎 такой ненулевой элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) ми-

нимально.

Пусть 𝑥 — произвольный элемент из 𝐼 . По определению евкли-

дова кольца 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 + 𝑟, где

[︂
𝑟 = 0,

𝑔(𝑟) < 𝑔(𝑎).
По определению идеала кольца имеем 𝑟 = 𝑥⏟ ⏞ 

∈𝐼
− 𝑐 * 𝑎⏟ ⏞ 

∈𝐼
∈ 𝐼 . Сле-

довательно, по выбору 𝑎 имеем 𝑔(𝑎) ≤ 𝑔(𝑟), поэтому 𝑟 = 0.

Следовательно, 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 ∈ 𝐼(𝑎). Теорема доказана.
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III.15.1. Теорема о евклидовых кольцах и кольцах
главных идеалов

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Мы показали, что если 𝑎 — такой ненулевой

элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) минимально, то для любого 𝑥 ∈ 𝐼

имеет место 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 ∈ 𝐼(𝑎). Теорема доказана.
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III.15.2. Следствие из доказательства теоремы 12

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.
Доказательство. Мы показали, что если 𝑎 — такой ненулевой

элемент из 𝐼 , что значение 𝑔(𝑎) минимально, то для любого 𝑥 ∈ 𝐼

имеет место 𝑥 = 𝑐 * 𝑎 ∈ 𝐼(𝑎). Теорема доказана.

Следствие 2. Всякий ненулевой элемент идеала евклидова кольца

кратен элементу, порождающему этот идеал.
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III.15.3. Следствие о существовании 1 в евклидовом
кольце

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.

Следствие 2. Всякий ненулевой элемент идеала евклидова кольца

кратен элементу, порождающему этот идеал.

Следствие 3. Евклидово кольцо содержит единичный элемент.
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III.15.3. Следствие о существовании 1 в евклидовом
кольце

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.

Следствие 2. Всякий ненулевой элемент идеала евклидова кольца

кратен элементу, порождающему этот идеал.

Следствие 3. Евклидово кольцо содержит единичный элемент.

Доказательство. Согласно теореме 12 о евклидовых коль-

цах и кольцах главных идеалов кольцо 𝐾 как идеал, является

главным идеалом, т.е. 𝐾 = 𝐼(𝑎) для некоторого 𝑎.
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III.15.3. Следствие о существовании 1 в евклидовом
кольце

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.

Следствие 2. Всякий ненулевой элемент идеала евклидова кольца

кратен элементу, порождающему этот идеал.

Следствие 3. Евклидово кольцо содержит единичный элемент.

Доказательство. Согласно теореме 12 о евклидовых коль-

цах и кольцах главных идеалов кольцо 𝐾 как идеал, является

главным идеалом, т.е. 𝐾 = 𝐼(𝑎) для некоторого 𝑎.

В силу следствия из доказательства теоремы 12 𝑎 = 𝑎 * 𝑒 для
некоторого 𝑒 ∈ 𝐾.

247



III.15.3. Следствие о существовании 1 в евклидовом
кольце

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.

Следствие 2. Всякий ненулевой элемент идеала евклидова кольца

кратен элементу, порождающему этот идеал.

Следствие 3. Евклидово кольцо содержит единичный элемент.

Доказательство. Итак, 𝐾 = 𝐼(𝑎) для некоторого 𝑎, причем

𝑎 = 𝑎 * 𝑒. Согласно следствию из доказательства теоремы 12

любой ненулевой элемент 𝑏 из 𝐾 представим в виде 𝑏 = 𝑑 * 𝑎, откуда
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III.15.3. Следствие о существовании 1 в евклидовом
кольце

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.

Следствие 2. Всякий ненулевой элемент идеала евклидова кольца

кратен элементу, порождающему этот идеал.

Следствие 3. Евклидово кольцо содержит единичный элемент.

Доказательство. Итак, 𝐾 = 𝐼(𝑎) для некоторого 𝑎, причем

𝑎 = 𝑎 * 𝑒. Согласно следствию из доказательства теоремы 12

любой ненулевой элемент 𝑏 из 𝐾 представим в виде 𝑏 = 𝑑 * 𝑎, откуда

𝑏 = 𝑑 * 𝑎 =
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III.15.3. Следствие о существовании 1 в евклидовом
кольце

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.

Следствие 2. Всякий ненулевой элемент идеала евклидова кольца

кратен элементу, порождающему этот идеал.

Следствие 3. Евклидово кольцо содержит единичный элемент.

Доказательство. Итак, 𝐾 = 𝐼(𝑎) для некоторого 𝑎, причем

𝑎 = 𝑎 * 𝑒. Согласно следствию из доказательства теоремы 12

любой ненулевой элемент 𝑏 из 𝐾 представим в виде 𝑏 = 𝑑 * 𝑎, откуда

𝑏 = 𝑑 * 𝑎 = 𝑑 * (𝑎 * 𝑒) =
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III.15.3. Следствие о существовании 1 в евклидовом
кольце

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.

Следствие 2. Всякий ненулевой элемент идеала евклидова кольца

кратен элементу, порождающему этот идеал.

Следствие 3. Евклидово кольцо содержит единичный элемент.

Доказательство. Итак, 𝐾 = 𝐼(𝑎) для некоторого 𝑎, причем

𝑎 = 𝑎 * 𝑒. Согласно следствию из доказательства теоремы 12

любой ненулевой элемент 𝑏 из 𝐾 представим в виде 𝑏 = 𝑑 * 𝑎, откуда

𝑏 = 𝑑 * 𝑎 = 𝑑 * (𝑎 * 𝑒) = (𝑑 * 𝑎) * 𝑒 =
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III.15.3. Следствие о существовании 1 в евклидовом
кольце

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.

Следствие 2. Всякий ненулевой элемент идеала евклидова кольца

кратен элементу, порождающему этот идеал.

Следствие 3. Евклидово кольцо содержит единичный элемент.

Доказательство. Итак, 𝐾 = 𝐼(𝑎) для некоторого 𝑎, причем

𝑎 = 𝑎 * 𝑒. Согласно следствию из доказательства теоремы 12

любой ненулевой элемент 𝑏 из 𝐾 представим в виде 𝑏 = 𝑑 * 𝑎, откуда

𝑏 = 𝑑 * 𝑎 = 𝑑 * (𝑎 * 𝑒) = (𝑑 * 𝑎) * 𝑒 = 𝑏 * 𝑒.
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III.15.3. Следствие о существовании 1 в евклидовом
кольце

Теорема 12. Евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.

Следствие 2. Всякий ненулевой элемент идеала евклидова кольца

кратен элементу, порождающему этот идеал.

Следствие 3. Евклидово кольцо содержит единичный элемент.

Доказательство.

𝑏 = 𝑑 * 𝑎 = 𝑑 * (𝑎 * 𝑒) = (𝑑 * 𝑎) * 𝑒 = 𝑏 * 𝑒.

Следовательно, 𝑒 — нейтральный элемент мультипликативной полу-

группы кольца, т.е. 𝑒 = 1.
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III.16. Алгебра идеалов евклидова кольца
Рассмотрим конкретизацию операций алгебры идеалов евкли-

дова кольца.
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство.
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. В силу следствия 2 из доказательства тео-

ремы 12 имеем
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. В силу следствия 2 из доказательства тео-

ремы 12 имеем

𝐼(𝑎) =
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. В силу следствия 2 из доказательства тео-

ремы 12 имеем

𝐼(𝑎) =
{︁
𝑎 * 𝑥 𝑥 ∈ 𝐾

}︁
,
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. В силу следствия 2 из доказательства тео-

ремы 12 имеем

𝐼(𝑎) =
{︁
𝑎 * 𝑥 𝑥 ∈ 𝐾

}︁
, 𝐼(𝑏) =
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. В силу следствия 2 из доказательства тео-

ремы 12 имеем

𝐼(𝑎) =
{︁
𝑎 * 𝑥 𝑥 ∈ 𝐾

}︁
, 𝐼(𝑏) =

{︁
𝑏 * 𝑦 𝑦 ∈ 𝐾

}︁
.
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. В силу следствия 2 из доказательства тео-

ремы 12 имеем

𝐼(𝑎) =
{︁
𝑎 * 𝑥 𝑥 ∈ 𝐾

}︁
, 𝐼(𝑏) =

{︁
𝑏 * 𝑦 𝑦 ∈ 𝐾

}︁
.

Поэтому согласно теореме 8 о произведении идеалов кольца

элементы кольца 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) можно представить в виде
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. В силу следствия 2 из доказательства тео-

ремы 12 имеем

𝐼(𝑎) =
{︁
𝑎 * 𝑥 𝑥 ∈ 𝐾

}︁
, 𝐼(𝑏) =

{︁
𝑏 * 𝑦 𝑦 ∈ 𝐾

}︁
.

Поэтому согласно теореме 8 о произведении идеалов кольца

элементы кольца 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) можно представить в виде

(𝑎 * 𝑥1) * (𝑏 * 𝑦1) + (𝑎 * 𝑥2) * (𝑏 * 𝑦2) + . . . + (𝑎 * 𝑥𝑚) * (𝑏 * 𝑦𝑚) =
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. В силу следствия 2 из доказательства тео-

ремы 12 имеем

𝐼(𝑎) =
{︁
𝑎 * 𝑥 𝑥 ∈ 𝐾

}︁
, 𝐼(𝑏) =

{︁
𝑏 * 𝑦 𝑦 ∈ 𝐾

}︁
.

Поэтому согласно теореме 8 о произведении идеалов кольца

элементы кольца 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) можно представить в виде

(𝑎 * 𝑥1) * (𝑏 * 𝑦1) + (𝑎 * 𝑥2) * (𝑏 * 𝑦2) + . . . + (𝑎 * 𝑥𝑚) * (𝑏 * 𝑦𝑚) =

= 𝑎 * 𝑏 * (𝑥1 * 𝑦1 + 𝑥2 * 𝑦2 + . . . + 𝑥𝑚 * 𝑦𝑚) = 𝑎 * 𝑏 * 𝑧,
где 𝑧 ∈ 𝐾.
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. В силу следствия 2 из доказательства тео-

ремы 12 имеем

𝐼(𝑎) =
{︁
𝑎 * 𝑥 𝑥 ∈ 𝐾

}︁
, 𝐼(𝑏) =

{︁
𝑏 * 𝑦 𝑦 ∈ 𝐾

}︁
.

Поэтому согласно теореме 8 о произведении идеалов кольца

элементы кольца 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) можно представить в виде

(𝑎 * 𝑥1) * (𝑏 * 𝑦1) + (𝑎 * 𝑥2) * (𝑏 * 𝑦2) + . . . + (𝑎 * 𝑥𝑚) * (𝑏 * 𝑦𝑚) =

= 𝑎 * 𝑏 * (𝑥1 * 𝑦1 + 𝑥2 * 𝑦2 + . . . + 𝑥𝑚 * 𝑦𝑚) = 𝑎 * 𝑏 * 𝑧,
где 𝑧 ∈ 𝐾. Следовательно, 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏).

264



III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. Мы доказали равенство 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏).
Включение 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) следует из
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III.16.1. Теорема о произведении идеалов евклидо-
ва кольца

Теорема 13. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏).

Доказательство. Мы доказали равенство 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏).
Включение 𝐼(𝑎) * 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑎 * 𝑏) ⊆ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) следует из теоремы 8

о произведении идеалов кольца.
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III.16.2. Теорема о пересечении идеалов евклидова
кольца

Теорема 14. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.К.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство.
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III.16.2. Теорема о пересечении идеалов евклидова
кольца

Теорема 14. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.К.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. В силу теоремы 12 о евклидовых кольцах

и кольцах главных идеалов 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐) для некоторого 𝑐

из 𝐾.
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III.16.2. Теорема о пересечении идеалов евклидова
кольца

Теорема 14. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.К.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. В силу теоремы 12 о евклидовых кольцах

и кольцах главных идеалов 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐) для некоторого 𝑐

из 𝐾.
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III.16.2. Теорема о пересечении идеалов евклидова
кольца

Теорема 14. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.К.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. В силу теоремы 12 о евклидовых кольцах

и кольцах главных идеалов 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐) для некоторого 𝑐

из 𝐾.

Следовательно, для любого элемента 𝑧 * 𝑐 из 𝐾 найдутся такие 𝑥,

𝑦 из 𝐾

𝑥 * 𝑎 = 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐.
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III.16.2. Теорема о пересечении идеалов евклидова
кольца

Теорема 14. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.К.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐) для неко-

торого 𝑐 из 𝐾, причем для любого элемента 𝑧*𝑐 из 𝐾 найдутся такие

𝑥, 𝑦 из 𝐾

𝑥 * 𝑎 = 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐.
Положим 𝑧 = 1, тогда 𝑥 * 𝑎 = 𝑦 * 𝑏 = 𝑐.
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III.16.2. Теорема о пересечении идеалов евклидова
кольца

Теорема 14. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.К.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐) для неко-

торого 𝑐 из 𝐾, причем для любого элемента 𝑧*𝑐 из 𝐾 найдутся такие

𝑥, 𝑦 из 𝐾

𝑥 * 𝑎 = 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐.
Положим 𝑧 = 1, тогда 𝑥 * 𝑎 = 𝑦 * 𝑏 = 𝑐. Значит, 𝑐 делится нацело на 𝑎

и 𝑏. Осталось проверить минимальность 𝑐.
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III.16.2. Теорема о пересечении идеалов евклидова
кольца

Теорема 14. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.К.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐), причем

найдутся такие 𝑥, 𝑦 из 𝐾

𝑥 * 𝑎 = 𝑦 * 𝑏 = 𝑐.

Осталось проверить минимальность 𝑐. Если 𝑑 делится нацело на 𝑎

и 𝑏, то 𝑑 = 𝑝 * 𝑎 = 𝑞 * 𝑏.
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III.16.2. Теорема о пересечении идеалов евклидова
кольца

Теорема 14. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.К.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐), причем

найдутся такие 𝑥, 𝑦 из 𝐾

𝑥 * 𝑎 = 𝑦 * 𝑏 = 𝑐.

Осталось проверить минимальность 𝑐. Если 𝑑 делится нацело на 𝑎 и 𝑏,

то 𝑑 = 𝑝 * 𝑎 = 𝑞 * 𝑏. Значит, 𝑑 ∈ 𝐼(𝑎) ∩ 𝐼(𝑏), значит, по следствию

из доказательства теоремы 12, 𝑑 делится нацело на 𝑐. Теорема

доказана.
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство.
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Согласно теореме 12 о евклидовых кольцах

и кольцах главных идеалов 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐) для некоторого 𝑐

из 𝐾.
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Согласно теореме 12 о евклидовых кольцах

и кольцах главных идеалов 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐) для некоторого 𝑐

из 𝐾.

Согласно следствию 2 из доказательства теоремы 12 всякий

элемент из идеала 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐) представим в виде
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Согласно теореме 12 о евклидовых кольцах

и кольцах главных идеалов 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐) для некоторого 𝑐

из 𝐾.

Согласно следствию 2 из доказательства теоремы 12 всякий

элемент из идеала 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐) представим в виде

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐. (8)
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство.Итак, каждый элемент идеала 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐)

представим в виде

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐, {𝑥, 𝑦, 𝑧} ⊆ 𝐾.

Положим 𝑦 = 0. Тогда 𝑥 * 𝑎 + 0 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐.
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство.Итак, каждый элемент идеала 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐)

представим в виде

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐, {𝑥, 𝑦, 𝑧} ⊆ 𝐾.

Положим 𝑥 = 1 и 𝑦 = 0. Тогда 1 * 𝑎 + 0 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐. Согласно след-
ствию о существовании 1 в евклидовом кольце и теореме 5

об умножении на 0 в кольце имеем 0 * 𝑦 = 0, поэтому

1 * 𝑎 + 0 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐 ⇒ 𝑎 = 𝑧 * 𝑐.
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство.Итак, каждый элемент идеала 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐)

представим в виде

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐, {𝑥, 𝑦, 𝑧} ⊆ 𝐾.

Положим 𝑥 = 1 и 𝑦 = 0. Тогда 1 * 𝑎 + 0 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐. Согласно след-
ствию о существовании 1 в евклидовом кольце и теоремы ??

об умножении на 0 в кольце имеем 0 * 𝑦 = 0, поэтому

1 * 𝑎 + 0 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐 ⇒ 𝑎 = 𝑧 * 𝑐.

Следовательно, 𝑐 является делителем элемента 𝑎.
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Каждый элемент идеала 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐)

представим в виде

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐, {𝑥, 𝑦, 𝑧} ⊆ 𝐾,

и 𝑐 является делителем элемента 𝑎. Полагая (𝑥; 𝑦) = (0; 1) можно

доказать, что 𝑐 является делителем элемента 𝑏.
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Каждый элемент идеала 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐)

представим в виде

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐, {𝑥, 𝑦, 𝑧} ⊆ 𝐾,

и 𝑐 является делителем элементов 𝑎 и 𝑏.

Осталось показать, что любой общий делитель элементов 𝑎 и 𝑏 де-

лит нацело элемент 𝑐.
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Каждый элемент идеала 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐)

представим в виде

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐, {𝑥, 𝑦, 𝑧} ⊆ 𝐾,

и 𝑐 является делителем элементов 𝑎 и 𝑏.

Осталось показать, что любой общий делитель элементов 𝑎 и 𝑏 де-

лит нацело элемент 𝑐.

Если 𝑎 = 𝑝 * 𝑑 и 𝑏 = 𝑞 * 𝑑, то полагая в формуле (8) 𝑧 = 1, полу-

чаем 𝑥 * 𝑝 * 𝑑 + 𝑦 * 𝑞 * 𝑑 = 𝑐, откуда (𝑥 * 𝑝 + 𝑦 * 𝑞) * 𝑑 = 𝑐, т.е. общий

множитель 𝑑 делит нацело элемент 𝑐.
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III.16.3. Теорема о сумме идеалов евклидова кольца

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Доказательство. Каждый элемент идеала 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(𝑐)

представим в виде

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = 𝑧 * 𝑐, {𝑥, 𝑦, 𝑧} ⊆ 𝐾,

и 𝑐 является делителем элементов 𝑎 и 𝑏.

Осталось показать, что любой общий делитель элементов 𝑎 и 𝑏 де-

лит нацело элемент 𝑐.

Если 𝑎 = 𝑝 * 𝑑 и 𝑏 = 𝑞 * 𝑑, то полагая в формуле (8) 𝑧 = 1, полу-

чаем 𝑥 * 𝑝 * 𝑑 + 𝑦 * 𝑞 * 𝑑 = 𝑐, откуда (𝑥 * 𝑝 + 𝑦 * 𝑞) * 𝑑 = 𝑐, т.е. общий

множитель 𝑑 делит нацело элемент 𝑐. Теорема доказана.
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III.16.3. Следствие о представлении Н.О.Д.

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Следствие 4. Для любых ненулевых элементов 𝑎 и 𝑏 евклидова

кольца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩ для некоторых элементов 𝑥 и 𝑦 из 𝐾

имеет место равенство

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}. (9)

Доказательство.
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III.16.3. Следствие о представлении Н.О.Д.

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Следствие 4. Для любых ненулевых элементов 𝑎 и 𝑏 евклидова

кольца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩ для некоторых элементов 𝑥 и 𝑦 из 𝐾

имеет место равенство

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}. (10)

Доказательство. Достаточно в формуле (8) положить 𝑧 = 1.

Следствие доказано.

287



III.16.3. Следствие о представлении Н.О.Д.

Теорема 15. Если 𝐼(𝑎) и 𝐼(𝑏) — идеалы евклидова коль-

ца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, то 𝐼(𝑎) + 𝐼(𝑏) = 𝐼(Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}).
Следствие 4. Для любых ненулевых элементов 𝑎 и 𝑏 евклидова

кольца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩ для некоторых элементов 𝑥 и 𝑦 из 𝐾

имеет место равенство

𝑥 * 𝑎 + 𝑦 * 𝑏 = Н.О.Д.{𝑎; 𝑏}. (11)

Доказательство. Достаточно в формуле (8) положить 𝑧 = 1.

Следствие доказано.

Рассмотрим пример?
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III.17. Идеалы и конгруенции кольца
Конкретизируем некоторые результаты теории алгебраических

систем.
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство.
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝑇 — конгруенция кольца 𝐾. Опреде-

лению идеала кольца надо проверить,

во-первых, что
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝑇 — конгруенция кольца 𝐾. Опреде-

лению идеала кольца надо проверить,

во-первых, что 𝐼 — подгруппа аддитивной группы кольца;

во-вторых, выполнение формулы (5).
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝐼 — подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾: по определению конгруенции{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐼
⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝐼 — подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾: по определению конгруенции{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐼
⇒

{︂
(𝑎; 0) ∈ 𝑇,

(𝑏; 0) ∈ 𝑇
⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝐼 — подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾: по определению конгруенции{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐼
⇒

{︂
(𝑎; 0) ∈ 𝑇,

(𝑏; 0) ∈ 𝑇
⇒ (𝑎 + 𝑏; 0 + 0) ∈ 𝑇 ⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝐼 — подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾: по определению конгруенции{︂
𝑎 ∈ 𝐼,

𝑏 ∈ 𝐼
⇒

{︂
(𝑎; 0) ∈ 𝑇,

(𝑏; 0) ∈ 𝑇
⇒ (𝑎 + 𝑏; 0 + 0) ∈ 𝑇 ⇒ (𝑎 + 𝑏) ∈ 𝐼.
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝐼 — подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾. Осталось доказать, что противоположный к

элементу из 𝐼 принадлежит 𝐼 .
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝐼 — подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾. Осталось доказать, что противоположный к

элементу из 𝐼 принадлежит 𝐼 . По определению конгруенции

𝑎 ∈ 𝐼 ⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝐼 — подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾. Осталось доказать, что противоположный к

элементу из 𝐼 принадлежит 𝐼 . По определению конгруенции

𝑎 ∈ 𝐼 ⇒
{︂

(𝑎; 0) ∈ 𝑇,

(−𝑎; −𝑎) ∈ 𝑇
⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝐼 — подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾. Осталось доказать, что противоположный к

элементу из 𝐼 принадлежит 𝐼 . По определению конгруенции

𝑎 ∈ 𝐼 ⇒
{︂

(𝑎; 0) ∈ 𝑇,

(−𝑎; −𝑎) ∈ 𝑇
⇒

(︀
𝑎 + (−𝑎); 0 + (−𝑎)

)︀
∈ 𝑇 ⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝐼 — подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾. Осталось доказать, что противоположный к

элементу из 𝐼 принадлежит 𝐼 . По определению конгруенции

𝑎 ∈ 𝐼 ⇒
{︂

(𝑎; 0) ∈ 𝑇,

(−𝑎; −𝑎) ∈ 𝑇
⇒

(︀
𝑎 + (−𝑎); 0 + (−𝑎)

)︀
∈ 𝑇 ⇒

⇒
(︀
0; (−𝑎)

)︀
∈ 𝑇 ⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝐼 — подгруппа аддитив-

ной группы кольца 𝐾. Осталось доказать, что противоположный к

элементу из 𝐼 принадлежит 𝐼 . По определению конгруенции

𝑎 ∈ 𝐼 ⇒
{︂

(𝑎; 0) ∈ 𝑇,

(−𝑎; −𝑎) ∈ 𝑇
⇒

(︀
𝑎 + (−𝑎); 0 + (−𝑎)

)︀
∈ 𝑇 ⇒

⇒
(︀
0; (−𝑎)

)︀
∈ 𝑇 ⇒ (−𝑎) ∈ 𝐼.
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼 — подгруппа аддитивной

группы кольца 𝐾. Осталось проверить выполнение формулы (5).
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼 — подгруппа аддитивной

группы кольца 𝐾. Осталось проверить выполнение формулы (5).

По определению конгруенции{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑎 ∈ 𝐼
⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼 — подгруппа аддитивной

группы кольца 𝐾. Осталось проверить выполнение формулы (5).

По определению конгруенции{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑎 ∈ 𝐼
⇒

{︂
(𝑥; 𝑥) ∈ 𝑇,

(𝑎; 0) ∈ 𝑇
⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼 — подгруппа аддитивной

группы кольца 𝐾. Осталось проверить выполнение формулы (5).

По определению конгруенции{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑎 ∈ 𝐼
⇒

{︂
(𝑥; 𝑥) ∈ 𝑇,

(𝑎; 0) ∈ 𝑇
⇒

(︀
𝑥 · 𝑎;𝑥 · 0

)︀
∈ 𝑇 ⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼 — подгруппа аддитивной

группы кольца 𝐾. Осталось проверить выполнение формулы (5).

По определению конгруенции{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑎 ∈ 𝐼
⇒

{︂
(𝑥; 𝑥) ∈ 𝑇,

(𝑎; 0) ∈ 𝑇
⇒

(︀
𝑥 · 𝑎;𝑥 · 0

)︀
∈ 𝑇 ⇒

по теореме об умножении на ноль в кольце
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼 — подгруппа аддитивной

группы кольца 𝐾. Осталось проверить выполнение формулы (5).

По определению конгруенции{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑎 ∈ 𝐼
⇒

{︂
(𝑥; 𝑥) ∈ 𝑇,

(𝑎; 0) ∈ 𝑇
⇒

(︀
𝑥 · 𝑎;𝑥 · 0

)︀
∈ 𝑇 ⇒

по теореме об умножении на ноль в кольце

⇒
(︀
𝑥 · 𝑎; 0

)︀
∈ 𝑇 ⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼 — подгруппа аддитивной

группы кольца 𝐾. Осталось проверить выполнение формулы (5).

По определению конгруенции{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑎 ∈ 𝐼
⇒

{︂
(𝑥; 𝑥) ∈ 𝑇,

(𝑎; 0) ∈ 𝑇
⇒

(︀
𝑥 · 𝑎;𝑥 · 0

)︀
∈ 𝑇 ⇒

по теореме об умножении на ноль в кольце

⇒
(︀
𝑥 · 𝑎; 0

)︀
∈ 𝑇 ⇒ (𝑥 · 𝑎) ∈ 𝐼.
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Итак, доказано, что 𝐼 — подгруппа аддитивной

группы кольца 𝐾. Осталось проверить выполнение формулы (5).

По определению конгруенции{︂
𝑥 ∈ 𝐾,

𝑎 ∈ 𝐼
⇒ (𝑥 · 𝑎) ∈ 𝐼.

Доказано, что если 𝑇 — конгруенция, то 𝐼 — идеал кольца 𝐾.
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Осталось доказать обратное утверждение: если

𝐼 — идеал кольца 𝐾, то 𝑇 — конгруенция.
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для сложения в кольце 𝐾 имеем:
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для сложения в кольце 𝐾 имеем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для сложения в кольце 𝐾 имеем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒

{︂
(𝑥1 − 𝑦1) ∈ 𝐼,

(𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для сложения в кольце 𝐾 имеем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒

{︂
(𝑥1 − 𝑦1) ∈ 𝐼,

(𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

⇒ (𝑥1 − 𝑦1 + 𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼 ⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для сложения в кольце 𝐾 имеем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒

{︂
(𝑥1 − 𝑦1) ∈ 𝐼,

(𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

⇒ (𝑥1 − 𝑦1 + 𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼 ⇒ (𝑥1 + 𝑥2 − (𝑦1 + 𝑦2)) ∈ 𝐼 ⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для сложения в кольце 𝐾 имеем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒

{︂
(𝑥1 − 𝑦1) ∈ 𝐼,

(𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

⇒ (𝑥1 − 𝑦1 + 𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼 ⇒ (𝑥1 + 𝑥2 − (𝑦1 + 𝑦2)) ∈ 𝐼 ⇒
⇒ (𝑥1 + 𝑥2; 𝑦1 + 𝑦2) ∈ 𝑇.
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для умножения в кольце 𝐾 получаем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для умножения в кольце 𝐾 получаем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒

{︂
(𝑥1 − 𝑦1) ∈ 𝐼,

(𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для умножения в кольце 𝐾 получаем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒

{︂
(𝑥1 − 𝑦1) ∈ 𝐼,

(𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

⇒
{︂

(𝑥1 − 𝑦1) · 𝑦2 ∈ 𝐼,

𝑥1 · (𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для умножения в кольце 𝐾 получаем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒

{︂
(𝑥1 − 𝑦1) ∈ 𝐼,

(𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

⇒
{︂

(𝑥1 − 𝑦1) · 𝑦2 ∈ 𝐼,

𝑥1 · (𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥1 · 𝑦2 − 𝑦1 · 𝑦2 ∈ 𝐼,

𝑥1 · 𝑥2 − 𝑥1 · 𝑦2 ∈ 𝐼
⇒

321



III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для умножения в кольце 𝐾 получаем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒

{︂
(𝑥1 − 𝑦1) ∈ 𝐼,

(𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

⇒
{︂

(𝑥1 − 𝑦1) · 𝑦2 ∈ 𝐼,

𝑥1 · (𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥1 · 𝑦2 − 𝑦1 · 𝑦2 ∈ 𝐼,

𝑥1 · 𝑥2 − 𝑥1 · 𝑦2 ∈ 𝐼
⇒

⇒ (𝑥1 ·𝑥2−𝑥1 · 𝑦2+𝑥1 · 𝑦2− 𝑦1 · 𝑦2) ∈ 𝐼 ⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для умножения в кольце 𝐾 получаем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒

{︂
(𝑥1 − 𝑦1) ∈ 𝐼,

(𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

⇒
{︂

(𝑥1 − 𝑦1) · 𝑦2 ∈ 𝐼,

𝑥1 · (𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥1 · 𝑦2 − 𝑦1 · 𝑦2 ∈ 𝐼,

𝑥1 · 𝑥2 − 𝑥1 · 𝑦2 ∈ 𝐼
⇒

⇒ (𝑥1 · 𝑥2− 𝑥1 · 𝑦2+ 𝑥1 · 𝑦2− 𝑦1 · 𝑦2) ∈ 𝐼 ⇒ (𝑥1 · 𝑥2− 𝑦1 · 𝑦2) ∈ 𝐼 ⇒
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III.17.1. Теорема об идеалах и конгруенциях кольца

Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝐾,

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
. Для умножения в кольце 𝐾 получаем:{︂

(𝑥1; 𝑦1) ∈ 𝑇,

(𝑥2; 𝑦2) ∈ 𝑇
⇒

{︂
(𝑥1 − 𝑦1) ∈ 𝐼,

(𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

⇒
{︂

(𝑥1 − 𝑦1) · 𝑦2 ∈ 𝐼,

𝑥1 · (𝑥2 − 𝑦2) ∈ 𝐼
⇒

{︂
𝑥1 · 𝑦2 − 𝑦1 · 𝑦2 ∈ 𝐼,

𝑥1 · 𝑥2 − 𝑥1 · 𝑦2 ∈ 𝐼
⇒

⇒ (𝑥1 · 𝑥2− 𝑥1 · 𝑦2+ 𝑥1 · 𝑦2− 𝑦1 · 𝑦2) ∈ 𝐼 ⇒ (𝑥1 · 𝑥2− 𝑦1 · 𝑦2) ∈ 𝐼 ⇒
⇒ (𝑥1 · 𝑥2; 𝑦1 · 𝑦2) ∈ 𝑇.
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Теорема 16. Отношение эквивалентности 𝑇 на носителе

кольца 𝐾 является конгруенцией тогда и только тогда, когда

множество 𝐼 =
{︁
𝑡 (𝑡, 0) ∈ 𝑇

}︁
является идеалом кольца 𝐾.

Доказательство. Итак, мы показали, что если 𝐼 — идеал коль-

ца 𝐾, то отношение

𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
является — конгруенцией.

Теорема доказана.
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III.17.2. Фактор-кольцо по идеалу

Определение 17. Если 𝐼 — идеал кольца 𝐾, то, в силу

теоремы об идеалах и конгруенциях кольца, отно-

шение 𝑇 =
{︁
(𝑎; 𝑏) (𝑎 + (−𝑏)) ∈ 𝐼

}︁
является конгруенцией, и

фактор-алгебра 𝐾/𝑇 называется фактор-кольцом по идеа-

лу 𝐼 и обозначается через 𝐾/𝐼.
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

Теорема 17. Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩. На мно-
жестве

𝐾/𝐼 =

{︂
𝑥 + 𝐼 𝑥 ∈ 𝐾

}︂
=

{︂{︁
𝑥 + 𝑦 𝑦 ∈ 𝐼

}︁
𝑥 ∈ 𝐾

}︂
операции ⊕ и ⊙, индуцированные операциями + и, соответствен-

но, * определим формулами:

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Тогда 𝐾/𝐼 с операциями ⊕ и ⊙ и нулевым элементом 𝐼 является

кольцом.
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Сначала проверим, что ⊕ и ⊙ являются опера-

циями. Достаточно доказать их однозначность:
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Сначала проверим, что ⊕ и ⊙ являются опера-

циями. Достаточно доказать их однозначность:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
?⇒ (𝑦′ + 𝐼)⊕ (𝑦′′ + 𝐼).
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Сначала проверим, что ⊕ и ⊙ являются опера-

циями. Достаточно доказать их однозначность:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Сначала проверим, что ⊕ и ⊙ являются опера-

циями. Достаточно доказать их однозначность:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Сначала проверим, что ⊕ и ⊙ являются опера-

циями. Достаточно доказать их однозначность:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) =
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Сначала проверим, что ⊕ и ⊙ являются опера-

циями. Достаточно доказать их однозначность:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) =
{︁
𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Сначала проверим, что ⊕ и ⊙ являются опера-

циями. Достаточно доказать их однозначность:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) =
{︁
𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
𝑦′ + 𝑝 + 𝑦′′ + 𝑞 + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Сначала проверим, что ⊕ и ⊙ являются опера-

циями. Достаточно доказать их однозначность:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) =
{︁
𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
𝑦′ + 𝑝 + 𝑦′′ + 𝑞 + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=
{︁
𝑦′ + 𝑦′′ + (𝑝 + 𝑞 + 𝑟) 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Сначала проверим, что ⊕ и ⊙ являются опера-

циями. Достаточно доказать их однозначность:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) =
{︁
𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
𝑦′ + 𝑝 + 𝑦′′ + 𝑞 + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=
{︁
𝑦′ + 𝑦′′ + (𝑝 + 𝑞 + 𝑟) 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

= 𝑦′ + 𝑦′′ + 𝐼 =

336
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Сначала проверим, что ⊕ и ⊙ являются опера-

циями. Достаточно доказать их однозначность:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) =
{︁
𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
𝑦′ + 𝑝 + 𝑦′′ + 𝑞 + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=
{︁
𝑦′ + 𝑦′′ + (𝑝 + 𝑞 + 𝑟) 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

= 𝑦′ + 𝑦′′ + 𝐼 = (𝑦′ + 𝐼)⊕ (𝑦′′ + 𝐼).
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Теперь докажем однозначность операции ⊙:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
?⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑦′ + 𝐼)⊙ (𝑦′′ + 𝐼).
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Теперь докажем однозначность операции ⊙:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Теперь докажем однозначность операции ⊙:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Теперь докажем однозначность операции ⊙:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) =
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Теперь докажем однозначность операции ⊙:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) =
{︁
𝑥′ * 𝑥′′ + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Теперь докажем однозначность операции ⊙:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) =
{︁
𝑥′ * 𝑥′′ + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
(𝑦′ + 𝑝) * (𝑦′′ + 𝑞) + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Теперь докажем однозначность операции ⊙:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) =
{︁
𝑥′ * 𝑥′′ + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
(𝑦′ + 𝑝) * (𝑦′′ + 𝑞) + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
𝑦′ * 𝑦′′ + (𝑥′ * 𝑝 + 𝑦′ * 𝑞 + 𝑟) 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Теперь докажем однозначность операции ⊙:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) =
{︁
𝑥′ * 𝑥′′ + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
(𝑦′ + 𝑝) * (𝑦′′ + 𝑞) + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
𝑦′ * 𝑦′′ + (𝑥′ * 𝑝 + 𝑦′ * 𝑞 + 𝑟) 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
= 𝑦′*𝑦′′+𝐼 =
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Теперь докажем однозначность операции ⊙:{︂
𝑥′ + 𝐼 = 𝑦′ + 𝐼,

𝑥′′ + 𝐼 = 𝑦′′ + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑥′ = 𝑦′ + 𝑝,

𝑥′′ = 𝑦′′ + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒ (𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) =
{︁
𝑥′ * 𝑥′′ + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
(𝑦′ + 𝑝) * (𝑦′′ + 𝑞) + 𝑟 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
=

=
{︁
𝑦′ * 𝑦′′ + (𝑥′ * 𝑝 + 𝑦′ * 𝑞 + 𝑟) 𝑟 ∈ 𝐼

}︁
= 𝑦′*𝑦′′+𝐼 = (𝑦′+𝐼)⊙(𝑦′′+𝐼).
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.
Для этого надо проверить выполнение
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.
Для этого надо проверить выполнение равенства.
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.
Для этого надо проверить выполнение равенства.

Как доказать равенство?
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.
Для этого надо проверить выполнение равенства.

Как доказать равенство?

Обычно применяется один из трех способов:
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.
Для этого надо проверить выполнение равенства.

Как доказать равенство?

Обычно применяется один из трех способов:

— приведение левой и правой части равенства к одинаковому виду

с помощью равносильных преобразований;
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.
Для этого надо проверить выполнение равенства.

Как доказать равенство?

Обычно применяется один из трех способов:

— приведение левой и правой части равенства к одинаковому виду

с помощью равносильных преобразований;

— доказательство двух неравенств ≤ и ≥ (или включений ⊆ и ⊇);
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.
Для этого надо проверить выполнение равенства.

Как доказать равенство?

Обычно применяется один из трех способов:

— приведение левой и правой части равенства к одинаковому виду

с помощью равносильных преобразований;

— доказательство двух неравенств ≤ и ≥ (или включений ⊆ и ⊇);
— применение метода «от противного».
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.
Для этого надо проверить выполнение равенства.

Как доказать равенство?

Обычно применяется один из трех способов:

— приведение левой и правой части равенства к одинаковому виду

с помощью равносильных преобразований;

— доказательство двух неравенств ≤ и ≥ (или включений ⊆ и ⊇);
— применение метода «от противного».

Применим первый метод.
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) =
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) =
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) =

= (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

𝑅 =
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

𝑅 = (𝑥′ + 𝐼)⊕
(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
=
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

𝑅 = (𝑥′ + 𝐼)⊕
(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
= (𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝑥′′′ + 𝐼) =
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

𝑅 = (𝑥′ + 𝐼)⊕
(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
= (𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝑥′′′ + 𝐼) =

= (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

𝑅 = (𝑥′ + 𝐼)⊕
(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
= (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

Значит,
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(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

𝑅 = (𝑥′ + 𝐼)⊕
(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
= (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

Значит,
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

𝑅 = (𝑥′ + 𝐼)⊕
(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
= (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

Значит,

𝐿 = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼 = 𝑅,
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Докажем ассоциативность операций ⊕ и ⊙.

𝐿 =
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

𝑅 = (𝑥′ + 𝐼)⊕
(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
= (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼.

Значит,

𝐿 = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝑥′′′) + 𝐼 = 𝑅,

т.е.(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊕ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝐼)⊕

(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
.
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Ассоциативность операции ⊙ можно дока-

зать аналогично:(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) =
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Ассоциативность операции ⊙ можно дока-

зать аналогично:(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′ * 𝑥′′′) + 𝐼 =
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Ассоциативность операции ⊙ можно дока-

зать аналогично:(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′ * 𝑥′′′) + 𝐼 =

= (𝑥′ + 𝐼)⊙
(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
.
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Нейтральным относительно сложения ⊙ яв-

ляется элемент
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Нейтральным относительно сложения ⊙ яв-

ляется элемент 0 + 𝐼 = 𝐼 .
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Обратным (относительно сложения ⊕) к эле-

менту 𝑥 + 𝐼 является элемент
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Обратным (относительно сложения ⊕) к эле-

менту 𝑥 + 𝐼 является элемент (−𝑥) + 𝐼 .
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность:
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность.
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность.

Надо доказать
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность.

Надо доказать равенство.
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность.

Надо доказать равенство.

Для этого применяется один из
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность.

Надо доказать равенство.

Для этого применяется один из трех методов:
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность.

Надо доказать равенство.

Для этого применяется один из трех методов:

— приведение левой и правой части равенства к одинаковому виду

с помощью равносильных преобразований;
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность.

Надо доказать равенство.

Для этого применяется один из трех методов:

— приведение левой и правой части равенства к одинаковому виду

с помощью равносильных преобразований;

— доказательство двух неравенств ≤ и ≥ (или включений ⊆ и ⊇);
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность.

Надо доказать равенство.

Для этого применяется один из трех методов:

— приведение левой и правой части равенства к одинаковому виду

с помощью равносильных преобразований;

— доказательство двух неравенств ≤ и ≥ (или включений ⊆ и ⊇);
— применение метода «от противного».
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность.

Надо доказать равенство.

Для этого применяется один из трех методов:

— приведение левой и правой части равенства к одинаковому виду

с помощью равносильных преобразований;

— доказательство двух неравенств ≤ и ≥ (или включений ⊆ и ⊇);
— применение метода «от противного».

Применим первый метод.
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность:(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) =
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность:(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) =
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность:(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) =

= ((𝑥′+𝑥′′)*𝑥′′′)+𝐼 =
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность:(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) =

= ((𝑥′+𝑥′′)*𝑥′′′)+𝐼 = (𝑥′*𝑥′′′+𝑥′′*𝑥′′′)+𝐼 =
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность:(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) =

= ((𝑥′+𝑥′′)*𝑥′′′)+𝐼 = (𝑥′*𝑥′′′+𝑥′′*𝑥′′′)+𝐼 = (𝑥′*𝑥′′′+𝐼)⊕(𝑥′′*𝑥′′′+𝐼) =
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III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность:(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) =

= ((𝑥′+𝑥′′)*𝑥′′′)+𝐼 = (𝑥′*𝑥′′′+𝑥′′*𝑥′′′)+𝐼 = (𝑥′*𝑥′′′+𝐼)⊕(𝑥′′*𝑥′′′+𝐼) =

=
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
⊕
(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
.

388



III.17.3. Теорема о кольце вычетов

(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′) + 𝐼, (12)

(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′ + 𝐼) = (𝑥′ * 𝑥′′) + 𝐼. (13)

Доказательство. Осталось доказать дистрибутивность:(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊕ (𝑥′′ + 𝐼)

)︀
⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) = (𝑥′ + 𝑥′′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼) =

= ((𝑥′+𝑥′′)*𝑥′′′)+𝐼 = (𝑥′*𝑥′′′+𝑥′′*𝑥′′′)+𝐼 = (𝑥′*𝑥′′′+𝐼)⊕(𝑥′′*𝑥′′′+𝐼) =

=
(︀
(𝑥′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
⊕
(︀
(𝑥′′ + 𝐼)⊙ (𝑥′′′ + 𝐼)

)︀
.

Теорема доказана.
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III.17.4. Определение кольца вычетов
Кольцо 𝒦/𝐼 = ⟨𝐾/𝐼, {⊕, ⊙, 𝐼}⟩ из доказанной выше теоремы

называется кольцом вычетов.
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III.17.5. Сравнения по идеалу

Определение 18. Пусть 𝐼 — левый, правый или двусторонний иде-

ал кольца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩. Говорят, что элементы 𝑥 и 𝑦 коль-

ца 𝒦 сравнимы по модулю 𝐼, если 𝑥 + 𝐼 = 𝑦 + 𝐼, т.е. 𝑥− 𝑦 ∈ 𝐼.

Сравнимость элементов 𝑥 и 𝑦 по модулю 𝐼 обозначается как

𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝐼). Если 𝐼 = 𝐼(𝑎) — главный идеал, порожденный эле-

ментом 𝑎, то пишут 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝑎) вместо 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝐼(𝑎)).
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу

Теорема 18 (о сумме и произведении сравнимых элементов).

Если 𝐼 — левый (правый) идеал кольца 𝒦 = ⟨𝐾, {+; *; 0}⟩, 𝑛 ∈ N,

𝑡 ∈ 𝐾, 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼) и 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝐼), то

во-первых, 𝑎 + 𝑥 ≡ 𝑏 + 𝑦 (mod 𝐼) и 𝑎− 𝑥 ≡ 𝑏− 𝑦 (mod 𝐼);

во-вторых, 𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

≡ 𝑏 + 𝑏 + . . . + 𝑏⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

(mod 𝐼), т.е.

𝑛𝑎 ≡ 𝑛𝑏 (mod 𝐼);

в-третьих, если 𝐼 — левый идеал, то 𝑡 * 𝑎 ≡ 𝑡 * 𝑏 (mod 𝐼), а если

𝐼 — правый идеал, то 𝑎 * 𝑡 ≡ 𝑏 * 𝑡 (mod 𝐼).

392



III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-первых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝐼)
⇒
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-первых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝐼)
⇒

{︂
𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼,

𝑥 + 𝐼 = 𝑦 + 𝐼
⇒
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-первых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝐼)
⇒

{︂
𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼,

𝑥 + 𝐼 = 𝑦 + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑥 = 𝑦 + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-первых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝐼)
⇒

{︂
𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼,

𝑥 + 𝐼 = 𝑦 + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑥 = 𝑦 + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒
{︂

𝑎 + 𝑥 = (𝑏 + 𝑝) + (𝑦 + 𝑞),

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼
⇒

396



III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-первых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝐼)
⇒

{︂
𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼,

𝑥 + 𝐼 = 𝑦 + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑥 = 𝑦 + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒
{︂

𝑎 + 𝑥 = (𝑏 + 𝑝) + (𝑦 + 𝑞),

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼
⇒

{︂
𝑎 + 𝑥 = (𝑏 + 𝑦) + (𝑝 + 𝑞),

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼
⇒

397



III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-первых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝐼)
⇒

{︂
𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼,

𝑥 + 𝐼 = 𝑦 + 𝐼
⇒

⎧⎨⎩
𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑥 = 𝑦 + 𝑞,

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼

⇒

⇒
{︂

𝑎 + 𝑥 = (𝑏 + 𝑝) + (𝑦 + 𝑞),

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼
⇒

{︂
𝑎 + 𝑥 = (𝑏 + 𝑦) + (𝑝 + 𝑞),

{𝑝, 𝑞} ⊆ 𝐼
⇒

⇒ 𝑎 + 𝑥 + 𝐼 = (𝑏 + 𝑦) + 𝐼.
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-вторых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼) ⇒ 𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼 ⇒

399



III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-вторых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼) ⇒ 𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼 ⇒
{︂

𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-вторых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼) ⇒ 𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼 ⇒
{︂

𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

⇒

⎧⎨⎩ 𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

= 𝑏 + 𝑝 + 𝑏 + 𝑝 + . . . + 𝑏 + 𝑝⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

401



III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-вторых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼) ⇒ 𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼 ⇒
{︂

𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

⇒

⎧⎨⎩ 𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

= 𝑏 + 𝑝 + 𝑏 + 𝑝 + . . . + 𝑏 + 𝑝⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

⇒

⎧⎨⎩ 𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

= 𝑏 + 𝑏 + . . . + 𝑏⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

+ 𝑝 + 𝑝 + . . . + 𝑝⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

402



III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-вторых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼) ⇒ 𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼 ⇒
{︂

𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

⇒

⎧⎨⎩ 𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

= 𝑏 + 𝑝 + 𝑏 + 𝑝 + . . . + 𝑏 + 𝑝⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

⇒

⎧⎨⎩ 𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

= 𝑏 + 𝑏 + . . . + 𝑏⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

+ 𝑝 + 𝑝 + . . . + 𝑝⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

⇒
{︂

𝑛𝑎 = 𝑛𝑏 + 𝑛𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

403



III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «во-вторых» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼) ⇒ 𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼 ⇒
{︂

𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

⇒

⎧⎨⎩ 𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

= 𝑏 + 𝑝 + 𝑏 + 𝑝 + . . . + 𝑏 + 𝑝⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

⇒

⎧⎨⎩ 𝑎 + 𝑎 + . . . + 𝑎⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

= 𝑏 + 𝑏 + . . . + 𝑏⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

+ 𝑝 + 𝑝 + . . . + 𝑝⏟  ⏞  
𝑛 слагаемых

,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒

⇒
{︂

𝑛𝑎 = 𝑛𝑏 + 𝑛𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼
⇒ 𝑛𝑎 + 𝐼 = 𝑛𝑏 + 𝐼.
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «в-третьих» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

Пусть 𝐼 — левый идеал.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑡 ∈ 𝐾
⇒
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «в-третьих» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

Пусть 𝐼 — левый идеал.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑡 ∈ 𝐾
⇒

{︂
𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼,

𝑡 ∈ 𝐾
⇒

406



III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «в-третьих» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

Пусть 𝐼 — левый идеал.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑡 ∈ 𝐾
⇒

{︂
𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼,

𝑡 ∈ 𝐾
⇒

⎧⎨⎩
𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼,

𝑡 ∈ 𝐾

⇒

⇒ 𝑡 * 𝑎 = 𝑡 * 𝑏 + 𝑡 * 𝑝 ⇒
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «в-третьих» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

Пусть 𝐼 — левый идеал.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑡 ∈ 𝐾
⇒

{︂
𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼,

𝑡 ∈ 𝐾
⇒

⎧⎨⎩
𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼,

𝑡 ∈ 𝐾

⇒

⇒ 𝑡 * 𝑎 = 𝑡 * 𝑏 + 𝑡 * 𝑝 ⇒

⎧⎨⎩
𝑡 * 𝑎 = 𝑡 * 𝑏 + 𝑡 * 𝑝,
𝑡 ∈ 𝐼,

𝑡 * 𝑝 ∈ 𝐼

⇒
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «в-третьих» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

Пусть 𝐼 — левый идеал.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑡 ∈ 𝐾
⇒

{︂
𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼,

𝑡 ∈ 𝐾
⇒

⎧⎨⎩
𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼,

𝑡 ∈ 𝐾

⇒

⇒ 𝑡 * 𝑎 = 𝑡 * 𝑏 + 𝑡 * 𝑝 ⇒

⎧⎨⎩
𝑡 * 𝑎 = 𝑡 * 𝑏 + 𝑡 * 𝑝,
𝑡 ∈ 𝐼,

𝑡 * 𝑝 ∈ 𝐼

⇒

⇒ 𝑡 * 𝑎 + 𝐼 = 𝑡 * 𝑏 + 𝐼 ⇒

409



III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «в-третьих» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

Пусть 𝐼 — левый идеал.{︂
𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝐼),

𝑡 ∈ 𝐾
⇒

{︂
𝑎 + 𝐼 = 𝑏 + 𝐼,

𝑡 ∈ 𝐾
⇒

⎧⎨⎩
𝑎 = 𝑏 + 𝑝,

𝑝 ∈ 𝐼,

𝑡 ∈ 𝐾

⇒

⇒ 𝑡 * 𝑎 = 𝑡 * 𝑏 + 𝑡 * 𝑝 ⇒

⎧⎨⎩
𝑡 * 𝑎 = 𝑡 * 𝑏 + 𝑡 * 𝑝,
𝑡 ∈ 𝐼,

𝑡 * 𝑝 ∈ 𝐼

⇒

⇒ 𝑡 * 𝑎 + 𝐼 = 𝑡 * 𝑏 + 𝐼 ⇒ 𝑡 * 𝑎 ≡ 𝑡 * 𝑏 (mod 𝐼)
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III.17.6. Свойства сравнений по идеалу
Доказательство утверждения «в-третьих» теоремы о сумме и

произведении сравнимых элементов.

Для правого идеала рассуждения аналогичны.
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IV. Кольцо целых чисел
Уточним некоторые полученные выше результаты для случая коль-

ца целых чисел.
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IV. Кольцо целых чисел
Уточним некоторые полученные выше результаты для случая коль-

ца целых чисел.

Кольцо целых чисел является евклидовым кольцом.
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IV.1. Простые числа

Определение 19. Положительное число, порождающее макси-

мальный (по включению) собственный идеал кольца Z, называется
простым числом.
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IV.1. Простые числа

Определение 19. Положительное число, порождающее макси-

мальный (по включению) собственный идеал кольца Z, называется
простым числом.

Это определение равносильно традиционной «школьной» трактов-

ке этого термина. Максимальность идеала 𝐼 здесь означает, что
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IV.1. Простые числа

Определение 19. Положительное число, порождающее макси-

мальный (по включению) собственный идеал кольца Z, называется
простым числом.

Это определение равносильно традиционной «школьной» трактов-

ке этого термина. Максимальность идеала 𝐼 здесь означает, что если

для идеала 𝐽 кольца Z имеет место включение 𝐼 ⊂ 𝐽 , то
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IV.1. Простые числа

Определение 19. Положительное число, порождающее макси-

мальный (по включению) собственный идеал кольца Z, называется
простым числом.

Это определение равносильно традиционной «школьной» трактов-

ке этого термина. Максимальность идеала 𝐼 здесь означает, что если

для идеала 𝐽 кольца Z имеет место включение 𝐼 ⊂ 𝐽 , то 𝐽 = Z.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство проведем, ориентируясь на теорию колец и их

идеалов. Пусть 𝑛 — натуральное число.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число. Применим метод

математической индукции. Будем вести индукцию по
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число. Применим метод

математической индукции. Будем вести индукцию по количеству на-

туральных чисел, на которые делится 𝑛.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

База индукции. Пусть 𝑛 — простое число, т.е. количество множи-

телей числа 𝑛 равно
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

База индукции. Пусть 𝑛 — простое число, т.е. количество множи-

телей числа 𝑛 равно 2. Тогда утверждение теоремы выполняется.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Тогда
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Тогда идеал

𝐼(𝑛) не является максимальным по включению. Выберем
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Тогда идеал

𝐼(𝑛) не является максимальным по включению. Выберем максималь-

ный идеал 𝐼(𝑝), включающий в себя 𝐼(𝑛) (т.е.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Тогда идеал

𝐼(𝑛) не является максимальным по включению. Выберем максималь-

ный идеал 𝐼(𝑝), включающий в себя 𝐼(𝑛) (т.е. 𝑝 является делителем

числа 𝑛).
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Тогда идеал

𝐼(𝑛) не является максимальным по включению. Выберем максималь-

ный идеал 𝐼(𝑝), включающий в себя 𝐼(𝑛) (т.е. 𝑝 является делителем

числа 𝑛).

Обозначим через 𝑚 частное от деления 𝑛 на 𝑝.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Обозначим

через 𝑚 частное от деления 𝑛 на 𝑝.

Если это частное равно 1, то 𝑛 = 𝑝 и шаг индукции доказан.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Обозначим

через 𝑚 частное от деления 𝑛 на 𝑝.

Осталось рассмотреть случай, когда 𝑚 > 1.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Обозначим

через 𝑚 частное от деления 𝑛 на 𝑝.

Осталось рассмотреть случай, когда 𝑚 > 1. Всякий делитель чис-

ла 𝑚 делит нацело число 𝑛.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Обозначим

через 𝑚 частное от деления 𝑛 на 𝑝.

Осталось рассмотреть случай, когда 𝑚 > 1. Всякий делитель чис-

ла 𝑚 делит нацело число 𝑛. Поэтому количество делителей числа 𝑚

меньше количества делителей числа 𝑛, поскольку
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Обозначим

через 𝑚 частное от деления 𝑛 на 𝑝.

Осталось рассмотреть случай, когда 𝑚 > 1. Всякий делитель чис-

ла 𝑚 делит нацело число 𝑛. Поэтому количество делителей числа 𝑚

меньше количества делителей числа 𝑛, поскольку, например, 𝑛 не

является делителем числа 𝑚.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Обозначим

через 𝑚 частное от деления 𝑛 на 𝑝.

Осталось рассмотреть случай, когда 𝑚 > 1. Всякий делитель чис-

ла 𝑚 делит нацело число 𝑛. Поэтому количество делителей числа 𝑚

меньше количества делителей числа 𝑛, поскольку, например, 𝑛 не

является делителем числа 𝑚.

По предположению индукции 𝑚 = 𝑝𝛼11 · 𝑝
𝛼2
2 · . . . · 𝑝

𝛼𝑘
𝑘 , откуда
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Обозначим

через 𝑚 частное от деления 𝑛 на 𝑝.

Осталось рассмотреть случай, когда 𝑚 > 1. Всякий делитель чис-

ла 𝑚 делит нацело число 𝑛. Поэтому количество делителей числа 𝑚

меньше количества делителей числа 𝑛, поскольку, например, 𝑛 не

является делителем числа 𝑚.

По предположению индукции 𝑚 = 𝑝𝛼11 · 𝑝
𝛼2
2 · . . . · 𝑝

𝛼𝑘
𝑘 , откуда

𝑛 = 𝑝 · 𝑝𝛼11 · 𝑝
𝛼2
2 · . . . · 𝑝

𝛼𝑘
𝑘 .
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Обозначим

через 𝑚 частное от деления 𝑛 на 𝑝.

Осталось рассмотреть случай, когда 𝑚 > 1. Всякий делитель чис-

ла 𝑚 делит нацело число 𝑛. Поэтому количество делителей числа 𝑚

меньше количества делителей числа 𝑛, поскольку, например, 𝑛 не

является делителем числа 𝑚.

По предположению индукции 𝑚 = 𝑝𝛼11 · 𝑝
𝛼2
2 · . . . · 𝑝

𝛼𝑘
𝑘 , откуда

𝑛 = 𝑝 · 𝑝𝛼11 · 𝑝
𝛼2
2 · . . . · 𝑝

𝛼𝑘
𝑘 . Здесь 𝑝 может совпадать с одним из 𝑝𝑖.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Пусть 𝑛 — натуральное число.

Шаг индукции. Пусть 𝑛 не является простым числом. Обозначим

через 𝑚 частное от деления 𝑛 на 𝑝.

Осталось рассмотреть случай, когда 𝑚 > 1. Всякий делитель чис-

ла 𝑚 делит нацело число 𝑛. Поэтому количество делителей числа 𝑚

меньше количества делителей числа 𝑛, поскольку, например, 𝑛 не

является делителем числа 𝑚.

По предположению индукции 𝑚 = 𝑝𝛼11 · 𝑝
𝛼2
2 · . . . · 𝑝

𝛼𝑘
𝑘 , откуда

𝑛 = 𝑝 · 𝑝𝛼11 · 𝑝
𝛼2
2 · . . . · 𝑝

𝛼𝑘
𝑘 . Шаг индукции доказан.
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IV.2. Разложение натурального числа в произведе-
ние простых чисел

Теорема 19. Любое положительное целое (т.е. натуральное) число

представляется в виде произведения простых чисел.

Доказательство. Поскольку доказаны база и шаг индукции, тео-

рема доказана.

438



IV.3. Бесконечность множества простых чисел

Теорема 20. Множество простых чисел является бесконечным.
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IV.3. Бесконечность множества простых чисел

Теорема 20. Множество простых чисел является бесконечным.

Доказательство. От противного.
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IV.3. Бесконечность множества простых чисел

Теорема 20. Множество простых чисел является бесконечным.

Доказательство. Пусть множество простых чисел конечно:

{𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛}.
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IV.3. Бесконечность множества простых чисел

Теорема 20. Множество простых чисел является бесконечным.

Доказательство. Пусть множество простых чисел конечно:

{𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛}.
Тогда по теореме о разложении в произведение простых чи-

сел число 𝑝1 · 𝑝2 · 𝑝𝑛 + 1 представимо в виде произведения простых

чисел.
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IV.3. Бесконечность множества простых чисел

Теорема 20. Множество простых чисел является бесконечным.

Доказательство. Пусть множество простых чисел конечно:

{𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛}.
Тогда по теореме о разложении в произведение простых чи-

сел число 𝑝1 · 𝑝2 · 𝑝𝑛 + 1 представимо в виде произведения простых

чисел.

Но число 𝑝1 · 𝑝2 · 𝑝𝑛 + 1 не делится ни на одно из чисел

𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, противоречие.
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