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I. Инструкция к пособию
Данная работа представлена в формате pdf и, следовательно, мо-

жет использоваться на различных аппаратных и программных плат-

формах.
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I. Инструкция к пособию
Данная работа представлена в формате pdf и, следовательно, мо-

жет использоваться на различных аппаратных и программных плат-

формах.

Для просмотра файлов pdf желательно использовать программу

Adobe Reader версии 8 или 9, но для операционной системы Android

желательно применять Smart Office. Можно использовать другую

программу, поддерживающую выполнение скриптов, включенных в

файл pdf. Следует проследить, чтобы было разрешено выполнение

скриптов. Это необходимо для выполнения переходов по гиперссыл-

кам.
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

Электронный учебник представляет собой систему файлов, кото-

рые следует просматривать с помощью программы Adobe Reader.

Основным из этих файлов является 0000Spisok.pdf, содержащий

гиперссылки на файлы с представлениями лекций и практических

занятий.

Вернуться из презентации любой лекции и практического занятия

к файлу 0000Spisok.pdf можно двумя способами:
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

Электронный учебник представляет собой систему файлов, кото-

рые следует просматривать с помощью программы Adobe Reader.

Основным из этих файлов является 0000Spisok.pdf, содержащий

гиперссылки на файлы с представлениями лекций и практических

занятий.

Вернуться из презентации любой лекции и практического занятия

к файлу 0000Spisok.pdf можно двумя способами:

во-первых, с титульного листа с помощью гиперссылки, отмеченной

словосочетанием «электронного учебника» во фразе «Раздел элек-

тронного учебника»;
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.
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гиперссылки на файлы с представлениями лекций и практических

занятий.

Вернуться из презентации любой лекции и практического занятия

к файлу 0000Spisok.pdf можно двумя способами:

во-первых, с титульного листа с помощью гиперссылки, отмеченной

словосочетанием «электронного учебника» во фразе «Раздел элек-

тронного учебника»;

во-вторых, с последней страницы, по гиперссылке «Вернуться к спис-

ку презентаций».
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

В презентациях, предназначенных для проведения практических

занятий, имеется два вида учебных заданий: примеры, предназна-

ченные для иллюстрации теоретического материала, демонстрации

методов решения задач и т. п., и задачи, предназначенные для само-

стоятельного решения.
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

В программе Adobe Reader переход в полноэкранный режим и воз-

вращение к режиму работы в окне осуществляется комбинацией кла-

виш Ctrl+L (т.е. одновременным нажатием клавиш «Ctrl» и «L»). Пе-

реход к следующему слайду или возвращение к предыдущему слайду

осуществляется клавишами «Page Up» или «Page Down».
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

Для перехода по гиперссылке, как обычно, следует навести ука-

затель мыши на текст, выделенный красным (но не пурпурным) или

синим цветом и нажать на левую кнопку мыши или левую кнопку та-

чпада (для ноутбука). «Откат», т.е. отмена предыдущей команды (на-

пример, перехода по гиперссылке) осуществляется одновременным

нажатием клавиш Alt и ← (в Adobe Reader X может не работать).
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I. Инструкция к пособию
Для просмотра файлов pdf настоятельно рекомендуем использо-

вать программу Adobe Reader версии 8 или 9.

В случае, если два соседних слова выделены, допустим, синим цве-

том, но одно набрано обычным, а другое — полужирным шрифтом,

то это означает, что переход по гиперссылкам осуществляется на раз-

личные мишени.
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II. О треугольниках
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II.1. Хорошие треугольники
Идея: мы будем считать «хорошими» такие треугольники, с помо-

щью которых можно вычислить искомые значения величин или полу-

чить уравнение. Список хороших треугольников состоит из 6 типов:

3 типа одиночных треугольников и 3 типа пар треугольников.

I) Одиночные треугольники:

1)

2)

3)

II) Пары треугольников:

1)

2)

3)
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II.1. Хорошие треугольники
Идея: мы будем считать «хорошими» такие треугольники, с помо-
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3 типа одиночных треугольников и 3 типа пар треугольников.

I) Одиночные треугольники:

1) равнобедренные (в т.ч. равносторонние);

2) прямоугольные;

3) треугольники, в которых (как бы) известно «все нужное»;

Внимание! Часто смысл последнего пункта искажают!

Нам не обязательно знать о треугольнике все, достаточно

знать «все нужное»!
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II.1. Хорошие треугольники
Например, пусть в треугольнике 𝐴𝐵𝐶 известны или «как бы из-

вестны» (обозначены буквой) площадь, длина высоты 𝐶𝐻 и длина

основания 𝐴𝐵. По этим данным мы не можем восстановить треуголь-

ник с точностью до равенства:

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
CC

Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q

QQ

𝐴 𝐵

𝐶 ′

21



II.1. Хорошие треугольники
Например, пусть в треугольнике 𝐴𝐵𝐶 известны или «как бы из-

вестны» (обозначены буквой) площадь, длина высоты 𝐶𝐻 и длина

основания 𝐴𝐵. По этим данным мы не можем восстановить треуголь-

ник с точностью до равенства:

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
CC

Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q

QQ

𝐴 𝐵

𝐶 ′

c
c

c
c
c

c
c
c

c
c
c

c
c
cc

𝐶 ′′

22



II.1. Хорошие треугольники
Например, пусть в треугольнике 𝐴𝐵𝐶 известны или «как бы из-

вестны» (обозначены буквой) площадь, длина высоты 𝐶𝐻 и длина

основания 𝐴𝐵. По этим данным мы не можем восстановить треуголь-

ник с точностью до равенства:

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
CC

Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q

QQ

𝐴 𝐵

𝐶 ′

c
c

c
c
c

c
c
c

c
c
c

c
c
cc

𝐶 ′′

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
SS

𝐶 ′′′

23



II.1. Хорошие треугольники
Например, пусть в треугольнике 𝐴𝐵𝐶 известны или «как бы из-

вестны» (обозначены буквой) площадь, длина высоты 𝐶𝐻 и длина

основания 𝐴𝐵. По этим данным мы не можем восстановить треуголь-

ник с точностью до равенства:

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
CC

Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q

QQ

𝐴 𝐵

𝐶 ′

c
c

c
c
c

c
c
c

c
c
c

c
c
cc

𝐶 ′′

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
SS

𝐶 ′′′

��
�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

𝐶𝐼𝑉

Но все, что нужно, нам известно!
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2) подобные;

3) имеющие общий «элемент» (сторону, угол, высоту) или равные

«элементы».

Рассмотрим пример?
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II.2. Площадь треугольника
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= 𝑝𝑟,
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где 𝑝 =
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III. Базовые ассоциации
I) Прямоугольный треугольник должен в первую очередь ассоции-

роваться со следующими результатами и понятиями:

∙

∙

∙

∙

∙
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III.1. Прямоугольный треугольник

I) Прямоугольный треугольник должен в первую очередь ассоции-

роваться со следующими результатами и понятиями:

∙ теорема Пифагора;

∙

∙

∙

∙

40



III.1. Прямоугольный треугольник
I) Прямоугольный треугольник должен в первую очередь ассоции-

роваться со следующими результатами и понятиями:

∙ теорема Пифагора;

∙ прямой угол;

∙ тригонометрия (функции sin, cos, tg, arcsin и др.);

∙ площадь треугольника (половина произведения длин катетов);

∙ описанная окружность (ее центр лежит на середине гипотенузы).
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III.2. Высота

2) Высота в первую очередь должна ассоциироваться с понятиями

∙

∙

42



III.2. Высота

2) Высота в первую очередь должна ассоциироваться с понятиями

∙ площадь;

∙ прямоугольные треугольники (в данном случае они к тому же

имеют общий катет).
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙
∙
∙
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙
∙
∙

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙
∙

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

.

.

.

.

.

.

.

.

.

........

........

........

.......

........

46



III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙
∙
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙
∙
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙
∙
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙
∙
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙
∙
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙ параллелограмм
∙
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙ параллелограмм и

∙
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙ параллелограмм и трапеция;

∙
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙ параллелограмм и трапеция;

∙
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙ параллелограмм и трапеция;

∙ подобные треугольники.
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III.3. Параллельные прямые

3) Параллельные прямые в первую очередь должны ассоциировать-

ся с понятиями

∙ равные углы;
∙ параллелограмм и трапеция;

∙ подобные треугольники.
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III.4. Площадь треугольника

4) Площадь треугольника в первую очередь должна ассоциировать-

ся с понятиями, связанными с соответствующими формулами. В

частности это

∙ высота;

∙
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III.4. Площадь треугольника

4) Площадь треугольника в первую очередь должна ассоциировать-

ся с понятиями, связанными с соответствующими формулами. В

частности это

∙ высота;

∙ вписанная и описанная окружности (формулы 𝑆△ = 𝑎𝑏𝑐
4𝑅 и

𝑆△ = 𝑝𝑟).
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IV. Рекомендации по работе с чертежом

Внешнее и внутреннее обогащение модели

Основная идея обогащения геометрической модели

Правила, обязательные для исполнения

Дополнительные рекомендации

Формулировки для запоминания
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IV.1. Внешнее и внутреннее обогащение модели
Обогащение модели называется внутренним, если все вновь вво-

димые элементы могут быть адекватно смоделированы средствами

исходной модели.

Обогащение модели называется внешним, если некоторые из

вновь вводимых элементов не могут быть адекватно смоделированы

средствами исходной модели.
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IV.1. Внешнее и внутреннее обогащение модели
Обогащение модели называется внутренним, если все вновь вво-

димые элементы могут быть адекватно смоделированы средствами

исходной модели.

Обогащение модели называется внешним, если некоторые из

вновь вводимых элементов не могут быть адекватно смоделированы

средствами исходной модели.

Высота 𝐶𝐻 треугольника 𝐴𝐵𝐶 равна 15,

𝐴𝐶 = 25, 𝐵𝐶 = 39. Найдите 𝐴𝐵. �
�
�
�
�
�HH

HHH
HHHH

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻
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IV.1. Внешнее и внутреннее обогащение модели
Обогащение модели называется внутренним, если все вновь вво-

димые элементы могут быть адекватно смоделированы средствами

исходной модели.

Обогащение модели называется внешним, если некоторые из

вновь вводимых элементов не могут быть адекватно смоделированы

средствами исходной модели.

Высота 𝐶𝐻 треугольника 𝐴𝐵𝐶 равна 15,

𝐴𝐶 = 25, 𝐵𝐶 = 39. Найдите 𝐴𝐵. �
�
�
�
�
�HH

HHH
HHHH

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻

В исходной геометрической модели рассматривается треуголь-

ник 𝐴𝐵𝐶, отрезки 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, 𝐶𝐻, традиционные геометриче-

ские величины.
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IV.1. Внешнее и внутреннее обогащение модели
Обогащение модели называется внутренним, если все вновь вво-

димые элементы могут быть адекватно смоделированы средствами

исходной модели.

Обогащение модели называется внешним, если некоторые из

вновь вводимых элементов не могут быть адекватно смоделированы

средствами исходной модели.

Высота 𝐶𝐻 треугольника 𝐴𝐵𝐶 равна 15,

𝐴𝐶 = 25, 𝐵𝐶 = 39. Найдите 𝐴𝐵. �
�
�
�
�
�HH

HHH
HHHH

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻

Обогащение геометрической модели треугольниками 𝐴𝐶𝐻

и 𝐵𝐶𝐻 является внутренним обогащением геометрической моде-

ли,
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IV.1. Внешнее и внутреннее обогащение модели
Обогащение модели называется внутренним, если все вновь вво-

димые элементы могут быть адекватно смоделированы средствами

исходной модели.

Обогащение модели называется внешним, если некоторые из

вновь вводимых элементов не могут быть адекватно смоделированы

средствами исходной модели.

Высота 𝐶𝐻 треугольника 𝐴𝐵𝐶 равна 15,

𝐴𝐶 = 25, 𝐵𝐶 = 39. Найдите 𝐴𝐵. �
�
�
�
�
�HH

HHH
HHHH

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻

Обогащение геометрической модели треугольниками 𝐴𝐶𝐻

и 𝐵𝐶𝐻 является внутренним обогащением геометрической моде-

ли, как и введение отрезков 𝐴𝐻 и 𝐻𝐵.
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IV.1. Внешнее и внутреннее обогащение модели
Обогащение модели называется внутренним, если все вновь вво-

димые элементы могут быть адекватно смоделированы средствами

исходной модели.

Обогащение модели называется внешним, если некоторые из

вновь вводимых элементов не могут быть адекватно смоделированы

средствами исходной модели.

Высота 𝐶𝐻 треугольника 𝐴𝐵𝐶 равна 15,

𝐴𝐶 = 25, 𝐵𝐶 = 39. Найдите 𝐴𝐵. �
�
�
�
�
�HH

HHH
HHHH

C
C
C
CC

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻 𝑀

Введение, например, медианы 𝐶𝑀 является внешним обогащени-

ем.
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IV.2. Основная идея обогащения геометрической
модели

Выделить минимальное внешнее обогащение геометрической мо-

дели, обеспечивающая максимально богатое внутреннее обогащение

геометрической модели.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
1) Если речь идет о расстоянии (его надо найти или оно извест-

но), то надо на чертеже провести отрезок, являющийся «носителем»

этой величины, то есть тот отрезок, длина которого равна искомому

расстоянию;

...точка 𝐴 на расстоянии 5 от пря-

мой 𝑃𝑄...

��
��

��
��

��

r
𝐴

𝑃

𝑄
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
1) Если речь идет о расстоянии (его надо найти или оно извест-

но), то надо на чертеже провести отрезок, являющийся «носителем»

этой величины, то есть тот отрезок, длина которого равна искомому

расстоянию;

...точка 𝐴 на расстоянии 5 от пря-

мой 𝑃𝑄...
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
1) Если речь идет о расстоянии (его надо найти или оно извест-

но), то надо на чертеже провести отрезок, являющийся «носителем»

этой величины, то есть тот отрезок, длина которого равна искомому

расстоянию;

...точка 𝐴 на расстоянии 5 от пря-

мой 𝑃𝑄...
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𝑃

𝑄
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
1) Если речь идет о расстоянии (его надо найти или оно извест-

но), то надо на чертеже провести отрезок, являющийся «носителем»

этой величины, то есть тот отрезок, длина которого равна искомому

расстоянию;

...Найти расстояние от точки 𝐴 до

окружности.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
1) Если речь идет о расстоянии (его надо найти или оно извест-

но), то надо на чертеже провести отрезок, являющийся «носителем»

этой величины, то есть тот отрезок, длина которого равна искомому

расстоянию;

...Найти расстояние от точки 𝐴 до

окружности.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
1) Если речь идет о расстоянии (его надо найти или оно извест-

но), то надо на чертеже провести отрезок, являющийся «носителем»

этой величины, то есть тот отрезок, длина которого равна искомому

расстоянию;

...Найти расстояние от точки 𝐴 до

окружности.

Как провести 𝐴𝐵?
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
1) Если речь идет о расстоянии (его надо найти или оно извест-

но), то надо на чертеже провести отрезок, являющийся «носителем»

этой величины, то есть тот отрезок, длина которого равна искомому

расстоянию;

...Найти расстояние от точки 𝐴 до

окружности.

Проведем 𝐴𝑂.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
1) Если речь идет о расстоянии (его надо найти или оно извест-

но), то надо на чертеже провести отрезок, являющийся «носителем»

этой величины, то есть тот отрезок, длина которого равна искомому

расстоянию;

...Найти расстояние от точки 𝐴 до

окружности.

Получили 𝐴𝐵, как часть 𝐴𝑂.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
2) если речь идет об угле (его надо найти или он известен), то надо

на чертеже провести прямые, угол между которыми равен искомому

углу;

...Под каким углом из точки 𝐴

видна хорда 𝐵𝐶?
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
2) если речь идет об угле (его надо найти или он известен), то надо

на чертеже провести прямые, угол между которыми равен искомому

углу;

...Под каким углом из точки 𝐴

видна хорда 𝐵𝐶?
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
3) отрезок и угол бесполезны без треугольника;

Угол между хордами 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ра-

вен 45∘, причем 𝐴𝐵 = 10, 𝐴𝐶 =

30. Найдите радиус окружности.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
3) отрезок и угол бесполезны без треугольника;

Угол между хордами 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ра-

вен 45∘, причем 𝐴𝐵 = 10, 𝐴𝐶 =

30. Найдите радиус окружности.

Надо найти радиус (длину!).
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
3) отрезок и угол бесполезны без треугольника;

Угол между хордами 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ра-

вен 45∘, причем 𝐴𝐵 = 10, 𝐴𝐶 =

30. Найдите радиус окружности.

Надо найти радиус (длину!). Про-

ведем 𝑂𝐴, 𝑂𝐵, 𝑂𝐶.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
3) отрезок и угол бесполезны без треугольника;

Угол между хордами 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ра-

вен 45∘, причем 𝐴𝐵 = 10, 𝐴𝐶 =

30. Найдите радиус окружности.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
3) отрезок и угол бесполезны без треугольника;

Угол между хордами 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ра-

вен 45∘, причем 𝐴𝐵 = 10, 𝐴𝐶 =

30. Найдите радиус окружности.

В чем недостаток чертежа?

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.............................

............................

...........................

...........................

............................

.............................

.............................

.............................

...........................................
.............

.....
.....
.....
.....
.....
....

...
...
...
...
...
...
...
...
...
..

...
...
...
...
...
...
...
...
...
..

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..

...
...
...
...
...
...
...
...
...
..

...
...
...
...
...
...
...
...
...
..

.....
.....
.....
.....
.....
....

...............
............. ............................

.............................

.............................

.............................

............................

...........................

...........................

............................

.............................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

r
��

��
��

PPPPPPPPPPPPP

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

Z
Z
Z

Z
Z
Z

𝐴

𝐵

𝐶
𝑂

82



IV.3. Правила, обязательные для исполнения
3) отрезок и угол бесполезны без треугольника;

Угол между хордами 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ра-

вен 45∘, причем 𝐴𝐵 = 10, 𝐴𝐶 =

30. Найдите радиус окружности.

Угол 𝐵𝐴𝐶 и отрезок 𝐴𝐶 — не в

треугольниках!
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
3) отрезок и угол бесполезны без треугольника;

Угол между хордами 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ра-

вен 45∘, причем 𝐴𝐵 = 10, 𝐴𝐶 =

30. Найдите радиус окружности.

Проведем 𝐵𝐶.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
3) отрезок и угол бесполезны без треугольника;

Угол между хордами 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ра-

вен 45∘, причем 𝐴𝐵 = 10, 𝐴𝐶 =

30. Найдите радиус окружности.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
3) отрезок и угол бесполезны без треугольника;

Угол между хордами 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ра-

вен 45∘, причем 𝐴𝐵 = 10, 𝐴𝐶 =

30. Найдите радиус окружности.

В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 нетрудно

найти все стороны.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
3) отрезок и угол бесполезны без треугольника;

Угол между хордами 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ра-

вен 45∘, причем 𝐴𝐵 = 10, 𝐴𝐶 =

30. Найдите радиус окружности.

Значит можно найти радиус опи-

санной окружности по теореме си-

нусов или из площади △𝐴𝐵𝐶
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

Что надо найти?
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

Ищем 𝐵𝑂 и 𝐻𝑂.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

Выделим «зеленые» элементы.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

𝐵𝑂 — сторона △𝐵𝑂𝐶, △𝐵𝑂𝑀 ,

𝐻𝑂 — прямоугольного(!) △𝐻𝑂𝐶. �
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

△𝐻𝑂𝐶: 𝐻𝐶 — сторона △𝐻𝐶𝐵,

∠𝐻𝐶𝑂 входит в △𝐴𝐶𝑀 . �
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

По теореме Пифагора «зеленеет» 𝐴𝐵.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

«Зеленеют» 𝐴𝑀 и 𝑀𝐵 как половинки 𝐴𝐵.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

По теореме Пифагора, примененной к △𝑀𝐵𝐶, «зеле-

неет» 𝑀𝐶. �
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

По теореме косинусов, примененной к △𝐴𝐶𝑀 , «зе-

ленеет» ∠𝐴𝐶𝑀 . �
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

Чтобы «позеленел» 𝐻𝑂, осталось найти 𝐻𝐶.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

𝐻𝐶 — сторона △𝐶𝐻𝐵, подобного △𝐴𝐵𝐶.
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

Значит, 𝐻𝐶 =
𝐵𝐶2

𝐴𝐶
(«позеленел»).
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

«Зеленеет» 𝐻𝑂:

𝐻𝑂 = 𝐻𝐶 · tg∠𝐴𝐶𝑀 . �
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

Наконец, «зеленеет» 𝑂𝐵, как разность длин отрез-

ков 𝐵𝐻 и 𝑂𝐻. �
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IV.3. Правила, обязательные для исполнения
4) в первую очередь на чертеже надо видеть:

а) «зеленые» отрезки и углы, (величина которых легко вычисляе-

мые из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы, которые надо найти;

в) параллельные и перпендикулярные прямые.

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотенуза 𝐴𝐶
равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻 — высота
△𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — медиана △𝐴𝐵𝐶,
опущенная из 𝐶. На отрезки какой длины делит высо-
ту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

Здесь 𝐵𝐻 «зеленеет», например, с помощью подобия

△𝐵𝐻𝐶 и △𝐴𝐵𝐶. �
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IV.4. Дополнительные рекомендации

1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир»: допол-

нительно построенные прямые и плоскости должны, как пра-

вило, продолжать отрезки и лучи или проходить параллельно

другим прямым и плоскостям или перпендикулярно им.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир»: допол-

нительно построенные прямые и плоскости должны, как пра-

вило, продолжать отрезки и лучи или проходить параллельно

другим прямым и плоскостям или перпендикулярно им.

Докажите, что биссектриса треугольни-
ка делит противоположную сторону на
отрезки, пропорциональные длинам сто-
рон, смежных с этими отрезками.

Надо доказать равенство
𝐵𝐷

𝐶𝐷
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶
.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир»: допол-

нительно построенные прямые и плоскости должны, как пра-

вило, продолжать отрезки и лучи или проходить параллельно

другим прямым и плоскостям или перпендикулярно им.

Докажите, что биссектриса треугольни-
ка делит противоположную сторону на
отрезки, пропорциональные длинам сто-
рон, смежных с этими отрезками.

Как доказать равенство
𝐵𝐷

𝐶𝐷
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶
?
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IV.4. Дополнительные рекомендации

1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир»: допол-

нительно построенные прямые и плоскости должны, как пра-

вило, продолжать отрезки и лучи или проходить параллельно

другим прямым и плоскостям или перпендикулярно им.

Докажите, что биссектриса треугольни-
ка делит противоположную сторону на
отрезки, пропорциональные длинам сто-
рон, смежных с этими отрезками.

Как доказать равенство
𝐵𝐷

𝐶𝐷
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶
?

Включить отрезки в подобные треуголь-

ники. ��
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IV.4. Дополнительные рекомендации

1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир»: допол-

нительно построенные прямые и плоскости должны, как пра-

вило, продолжать отрезки и лучи или проходить параллельно

другим прямым и плоскостям или перпендикулярно им.

Докажите, что биссектриса треугольни-
ка делит противоположную сторону на
отрезки, пропорциональные длинам сто-
рон, смежных с этими отрезками.

Как доказать равенство
𝐵𝐷

𝐶𝐷
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶
?

Продолжим отрезок 𝐴𝐷 и опустим пер-

пендикуляры на 𝐴𝐷 из 𝐵 и 𝐶. ��
��

�
��

��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��.

........

.........

.........

.........

.

...
...
...
.

...
...
...
.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷

107



IV.4. Дополнительные рекомендации

1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир»: допол-

нительно построенные прямые и плоскости должны, как пра-

вило, продолжать отрезки и лучи или проходить параллельно

другим прямым и плоскостям или перпендикулярно им.

Докажите, что биссектриса треуголь-
ника делит противоположную сторону
на отрезки, пропорциональные длинам
сторон, смежных с этими отрезками.

△𝐴𝐵𝑀 ∼ △𝐴𝐶𝑁 , поэтому
𝐴𝐵

𝐴𝐶
=

𝑀𝐵

𝑁𝐶
.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир»: допол-

нительно построенные прямые и плоскости должны, как пра-

вило, продолжать отрезки и лучи или проходить параллельно

другим прямым и плоскостям или перпендикулярно им.

Докажите, что биссектриса треуголь-
ника делит противоположную сторону
на отрезки, пропорциональные длинам
сторон, смежных с этими отрезками.

△𝐷𝐵𝑀 ∼ △𝐷𝐶𝑁 , поэтому
𝑀𝐵

𝑁𝐶
=

𝐵𝐷

𝐶𝐷
.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир»: допол-

нительно построенные прямые и плоскости должны, как пра-

вило, продолжать отрезки и лучи или проходить параллельно

другим прямым и плоскостям или перпендикулярно им.

Докажите, что биссектриса треуголь-
ника делит противоположную сторону
на отрезки, пропорциональные длинам
сторон, смежных с этими отрезками.

Следовательно,
𝐴𝐵

𝐴𝐶
=

𝑀𝐵

𝑁𝐶
=

𝐵𝐷

𝐶𝐷
,

откуда следует доказываемое равен-

ство
𝐵𝐷

𝐶𝐷
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶
. ��
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IV.4. Дополнительные рекомендации

2) Вспомогательные построения в треугольниках:

а) если𝐷 — середина какой-либо стороны треугольника 𝐴𝐵𝐶,

то надо провести средние линии этого треугольника, проходя-

щие через точку 𝐷;

б) в равнобедренном треугольнике надо провести ту медиану,

которая совпадает с биссектрисой и высотой;

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотену-

за 𝐴𝐶 равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻

— высота △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — ме-

диана △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐶. На отрезки какой

длины делит высоту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?
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IV.4. Дополнительные рекомендации

2) Вспомогательные построения в треугольниках:

а) если𝐷 — середина какой-либо стороны треугольника 𝐴𝐵𝐶,

то надо провести средние линии этого треугольника, проходя-

щие через точку 𝐷;

б) в равнобедренном треугольнике надо провести ту медиану,

которая совпадает с биссектрисой и высотой;

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотену-
за 𝐴𝐶 равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻
— высота △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — ме-
диана △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐶. На отрезки какой
длины делит высоту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

𝑀 — середина 𝐴𝐵

Проведем среднюю линию, параллельную 𝐴𝐶.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

2) Вспомогательные построения в треугольниках:

а) если𝐷 — середина какой-либо стороны треугольника 𝐴𝐵𝐶,

то надо провести средние линии этого треугольника, проходя-

щие через точку 𝐷;

б) в равнобедренном треугольнике надо провести ту медиану,

которая совпадает с биссектрисой и высотой;

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотену-
за 𝐴𝐶 равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻
— высота △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — ме-
диана △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐶. На отрезки какой
длины делит высоту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

𝑀 — середина 𝐴𝐵

Проведем среднюю линию 𝑀𝑁 .
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IV.4. Дополнительные рекомендации

2) Вспомогательные построения в треугольниках:

а) если𝐷 — середина какой-либо стороны треугольника 𝐴𝐵𝐶,

то надо провести средние линии этого треугольника, проходя-

щие через точку 𝐷;

б) в равнобедренном треугольнике надо провести ту медиану,

которая совпадает с биссектрисой и высотой;

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотену-
за 𝐴𝐶 равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻
— высота △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — ме-
диана △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐶. На отрезки какой
длины делит высоту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

𝐻𝑂 можно найти из подобия

△𝐶𝑂𝐻 и △𝑀𝑂𝐾.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

2) Вспомогательные построения в треугольниках:

а) если𝐷 — середина какой-либо стороны треугольника 𝐴𝐵𝐶,

то надо провести средние линии этого треугольника, проходя-

щие через точку 𝐷;

б) в равнобедренном треугольнике надо провести ту медиану,

которая совпадает с биссектрисой и высотой;

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотену-
за 𝐴𝐶 равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻
— высота △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — ме-
диана △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐶. На отрезки какой
длины делит высоту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

Можно также провести среднюю ли-

нию △𝐴𝐵𝐻, параллельную 𝐵𝐻.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

2) Вспомогательные построения в треугольниках:

а) если𝐷 — середина какой-либо стороны треугольника 𝐴𝐵𝐶,

то надо провести средние линии этого треугольника, проходя-

щие через точку 𝐷;

б) в равнобедренном треугольнике надо провести ту медиану,

которая совпадает с биссектрисой и высотой;

В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 гипотену-
за 𝐴𝐶 равна 5, а катет 𝐵𝐶 равен 3. Пусть 𝐵𝐻
— высота △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐵, 𝐶𝑀 — ме-
диана △𝐴𝐵𝐶, опущенная из 𝐶. На отрезки какой
длины делит высоту 𝐵𝐻 медиана 𝐶𝑀?

Можно использовать подобие △𝐴𝐻𝑂 ∼ △𝐴𝑃𝑀

и отношения 𝐵𝐻 = 2𝑃𝑀 , 𝐴𝑃 = 𝑃𝐻.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;

В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены

высоты 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′, где 𝐴′ принадлежит сто-

роне 𝐵𝐶, 𝐵′ — стороне 𝐴𝐶, 𝐶 ′ — стороне 𝐴𝐵.

Докажите, что в треугольнике 𝐴′𝐵′𝐶 ′ прямая 𝐴𝐴′

является биссектрисой.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;

В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены

высоты 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′, где 𝐴′ принадлежит сто-

роне 𝐵𝐶, 𝐵′ — стороне 𝐴𝐶, 𝐶 ′ — стороне 𝐴𝐵.

Докажите, что в треугольнике 𝐴′𝐵′𝐶 ′ прямая 𝐴𝐴′

является биссектрисой.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;

В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены

высоты 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′, где 𝐴′ принадлежит сто-

роне 𝐵𝐶, 𝐵′ — стороне 𝐴𝐶, 𝐶 ′ — стороне 𝐴𝐵.

Докажите, что в треугольнике 𝐴′𝐵′𝐶 ′ прямая 𝐴𝐴′

является биссектрисой.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;

В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены

высоты 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′, где 𝐴′ принадлежит сто-

роне 𝐵𝐶, 𝐵′ — стороне 𝐴𝐶, 𝐶 ′ — стороне 𝐴𝐵.

Докажите, что в треугольнике 𝐴′𝐵′𝐶 ′ прямая 𝐴𝐴′

является биссектрисой.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;

В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены

высоты 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′, где 𝐴′ принадлежит сто-

роне 𝐵𝐶, 𝐵′ — стороне 𝐴𝐶, 𝐶 ′ — стороне 𝐴𝐵.

Докажите, что в треугольнике 𝐴′𝐵′𝐶 ′ прямая 𝐴𝐴′

является биссектрисой.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;

В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены

высоты 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′, где 𝐴′ принадлежит сто-

роне 𝐵𝐶, 𝐵′ — стороне 𝐴𝐶, 𝐶 ′ — стороне 𝐴𝐵.

Докажите, что в треугольнике 𝐴′𝐵′𝐶 ′ прямая 𝐴𝐴′

является биссектрисой.

Получаем ∠𝐴𝐴′𝐶 ′ = ∠𝐴𝐶𝐶 ′. �
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;

В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены

высоты 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′, где 𝐴′ принадлежит сто-

роне 𝐵𝐶, 𝐵′ — стороне 𝐴𝐶, 𝐶 ′ — стороне 𝐴𝐵.

Докажите, что в треугольнике 𝐴′𝐵′𝐶 ′ прямая 𝐴𝐴′

является биссектрисой.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;

В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены

высоты 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′, где 𝐴′ принадлежит сто-

роне 𝐵𝐶, 𝐵′ — стороне 𝐴𝐶, 𝐶 ′ — стороне 𝐴𝐵.

Докажите, что в треугольнике 𝐴′𝐵′𝐶 ′ прямая 𝐴𝐴′

является биссектрисой.

Получаем ∠𝐴𝐴′𝐶 ′ = ∠𝐴𝐶𝐶 ′ = ∠𝐴𝐵𝐵′. �
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IV.4. Дополнительные рекомендации

3) Построение вспомогательных окружностей:

а) если имеется два прямоугольных треугольника с общей ги-

потенузой, изобразите описанную окружность (ее центр лежит

на середине общей гипотенузы);

б) если имеется три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, то сле-

дует провести окружность с центром в точке 𝐴 радиусом

𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;

В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены

высоты 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′, где 𝐴′ принадлежит сто-

роне 𝐵𝐶, 𝐵′ — стороне 𝐴𝐶, 𝐶 ′ — стороне 𝐴𝐵.

Докажите, что в треугольнике 𝐴′𝐵′𝐶 ′ прямая 𝐴𝐴′

является биссектрисой.
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𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;

В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены

высоты 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶 ′, где 𝐴′ принадлежит сто-

роне 𝐵𝐶, 𝐵′ — стороне 𝐴𝐶, 𝐶 ′ — стороне 𝐴𝐵.

Докажите, что в треугольнике 𝐴′𝐵′𝐶 ′ прямая

𝐴𝐴′ является биссектрисой.

Получаем ∠𝐴𝐴′𝐶 ′ = ∠𝐴𝐶𝐶 ′ = ∠𝐴𝐵𝐵′ = ∠𝐴𝐴′𝐵′.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

4) Анализ имеющихся окружностей:

а) если есть окружность и какие-то точки на ней, проведите

соответствующие радиусы;

б) особое внимание — вписанным и центральным углам, опира-

ющимся на одинаковые дуги. Чрезвычайно важны вписанные

углы, «опирающиеся на диаметр» (на дугу, стянутую диамет-

ром), поскольку эти вписанные углы — прямые.

Сторона 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 является

диаметром окружности, пересекающей другие

стороны посредине. Найдите ∠𝐴𝐶𝐵.
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IV.4. Дополнительные рекомендации

4) Анализ имеющихся окружностей:

а) если есть окружность и какие-то точки на ней, проведите

соответствующие радиусы;

б) особое внимание — вписанным и центральным углам, опира-

ющимся на одинаковые дуги. Чрезвычайно важны вписанные

углы, «опирающиеся на диаметр» (на дугу, стянутую диамет-

ром), поскольку эти вписанные углы — прямые.

Сторона 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 является диа-

метром окружности, пересекающей другие сторо-

ны посредине. Найдите ∠𝐴𝐶𝐵.

Проведем радиусы 𝑂𝑀 , 𝑂𝑁
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IV.4. Дополнительные рекомендации

4) Анализ имеющихся окружностей:

а) если есть окружность и какие-то точки на ней, проведите

соответствующие радиусы;

б) особое внимание — вписанным и центральным углам, опира-

ющимся на одинаковые дуги. Чрезвычайно важны вписанные

углы, «опирающиеся на диаметр» (на дугу, стянутую диамет-

ром), поскольку эти вписанные углы — прямые.

Сторона 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 является диа-

метром окружности, пересекающей другие сторо-

ны посредине. Найдите ∠𝐴𝐶𝐵.

Радиусы 𝑂𝑀 , 𝑂𝑁 являются также средними

линиями △𝐴𝐵𝐶. b
b
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IV.4. Дополнительные рекомендации

4) Анализ имеющихся окружностей:

а) если есть окружность и какие-то точки на ней, проведите

соответствующие радиусы;

б) особое внимание — вписанным и центральным углам, опира-

ющимся на одинаковые дуги. Чрезвычайно важны вписанные

углы, «опирающиеся на диаметр» (на дугу, стянутую диамет-

ром), поскольку эти вписанные углы — прямые.

Сторона 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 является диа-

метром окружности, пересекающей другие сторо-

ны посредине. Найдите ∠𝐴𝐶𝐵.

Радиусы 𝑂𝑀 , 𝑂𝑁 являются также средними

линиями △𝐴𝐵𝐶, поэтому 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 = 2𝑅. b
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IV.4. Дополнительные рекомендации

4) Анализ имеющихся окружностей:

а) если есть окружность и какие-то точки на ней, проведите

соответствующие радиусы;

б) особое внимание — вписанным и центральным углам, опира-

ющимся на одинаковые дуги. Чрезвычайно важны вписанные

углы, «опирающиеся на диаметр» (на дугу, стянутую диамет-

ром), поскольку эти вписанные углы — прямые.

Сторона 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 является диа-

метром окружности, пересекающей другие сторо-

ны посредине. Найдите ∠𝐴𝐶𝐵.

Следовательно, △𝐴𝐵𝐶 — равносторонний, по-

этому ∠𝐴𝐶𝐵 = 60∘. b
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) Если речь идет о расстоянии — провести соответствующий отре-

зок;
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) Если речь идет о расстоянии — провести соответствующий отре-

зок;

2) если речь идет об угле — провести соответствующие лучи;
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) Если речь идет о расстоянии — провести соответствующий отре-

зок;

2) если речь идет об угле — провести соответствующие лучи;

3) отрезок или угол «бесполезен без треугольника»;
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) Если речь идет о расстоянии — провести соответствующий отре-

зок;

2) если речь идет об угле — провести соответствующие лучи;

3) отрезок или угол «бесполезен без треугольника»;

4) «включить цветное зрение»:
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) Если речь идет о расстоянии — провести соответствующий отре-

зок;

2) если речь идет об угле — провести соответствующие лучи;

3) отрезок или угол «бесполезен без треугольника»;

4) «включить цветное зрение»:

а) «зеленые» отрезки и углы (величина которых легко вычисляется

из условий задачи);
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) Если речь идет о расстоянии — провести соответствующий отре-

зок;

2) если речь идет об угле — провести соответствующие лучи;

3) отрезок или угол «бесполезен без треугольника»;

4) «включить цветное зрение»:

а) «зеленые» отрезки и углы (величина которых легко вычисляется

из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы (которые надо найти);
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) Если речь идет о расстоянии — провести соответствующий отре-

зок;

2) если речь идет об угле — провести соответствующие лучи;

3) отрезок или угол «бесполезен без треугольника»;

4) «включить цветное зрение»:

а) «зеленые» отрезки и углы (величина которых легко вычисляется

из условий задачи);

б) «красные» отрезки и углы (которые надо найти);

в) прямые, параллельные и перпендикулярные «цветным» отрез-

кам.
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир».
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир».

2) В треугольниках:
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир».

2) В треугольниках:

а) середина стороны — провести средние линии;
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир».

2) В треугольниках:

а) середина стороны — провести средние линии;

б) в равнобедренном треугольнике — провести

⎧⎨⎩
медиану=
=биссектрису=
=высоту.
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир».

2) В треугольниках:

а) середина стороны — провести средние линии;

б) в равнобедренном треугольнике — провести

⎧⎨⎩
медиану=
=биссектрису=
=высоту.3) Построение вспомогательных окружностей:
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир».

2) В треугольниках:

а) середина стороны — провести средние линии;

б) в равнобедренном треугольнике — провести

⎧⎨⎩
медиану=
=биссектрису=
=высоту.3) Построение вспомогательных окружностей:

а) два прямоугольных треугольника с общей гипотенузой — прове-

сти общую для них описанную окружность;
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир».

2) В треугольниках:

а) середина стороны — провести средние линии;

б) в равнобедренном треугольнике — провести

⎧⎨⎩
медиану=
=биссектрису=
=высоту.3) Построение вспомогательных окружностей:

а) два прямоугольных треугольника с общей гипотенузой — прове-

сти общую для них описанную окружность;

б) три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷 — провести окружность с цен-

тром в точке 𝐴 радиусом 𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир».

2) В треугольниках:

а) середина стороны — провести средние линии;

б) в равнобедренном треугольнике — провести

⎧⎨⎩
медиану=
=биссектрису=
=высоту.3) Построение вспомогательных окружностей:

а) два прямоугольных треугольника с общей гипотенузой — прове-

сти общую для них описанную окружность;

б) три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷 — провести окружность с цен-

тром в точке 𝐴 радиусом 𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;
4) Анализ имеющихся окружностей:
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир».

2) В треугольниках:

а) середина стороны — провести средние линии;

б) в равнобедренном треугольнике — провести

⎧⎨⎩
медиану=
=биссектрису=
=высоту.3) Построение вспомогательных окружностей:

а) два прямоугольных треугольника с общей гипотенузой — прове-

сти общую для них описанную окружность;

б) три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷 — провести окружность с цен-

тром в точке 𝐴 радиусом 𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;
4) Анализ имеющихся окружностей:

а) есть точки на окружности — провести в них радиусы;
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IV.5. Формулировки для запоминания.
1) «Параллельно-перпендикулярный взгляд на мир».

2) В треугольниках:

а) середина стороны — провести средние линии;

б) в равнобедренном треугольнике — провести

⎧⎨⎩
медиану=
=биссектрису=
=высоту.3) Построение вспомогательных окружностей:

а) два прямоугольных треугольника с общей гипотенузой — прове-

сти общую для них описанную окружность;

б) три равных отрезка 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷 — провести окружность с цен-

тром в точке 𝐴 радиусом 𝑅 = |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶| = |𝐴𝐷|;
4) Анализ имеющихся окружностей:

а) есть точки на окружности — провести в них радиусы;

б) внимание вписанным и центральным углам, опирающимся на

одну дугу, особенно если это дуга стянута диаметром.

Применим к задачам на вычисление?
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V. Построение иллюстративных геометрических
моделей
Построение иллюстративной геометрической модели во многом

сводится к выполнению чертежа.
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V. Построение иллюстративных геометрических
моделей
Построение иллюстративной геометрической модели во многом

сводится к выполнению чертежа.

Построение геометрического чертежа в школьном курсе математи-

ки заключается в проведении отрезков прямых и дуг окружностей.
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V. Построение иллюстративных геометрических
моделей
Построение иллюстративной геометрической модели во многом

сводится к выполнению чертежа.

Построение геометрического чертежа в школьном курсе математи-

ки заключается в проведении отрезков прямых и дуг окружностей.

Для проведения прямой нужно иметь две точки, принадлежащие

этой прямой. Обычно выбор точки осуществляется с достаточно вы-

сокой точностью, даже, например, при проведении касательной к

прямой.
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V. Построение иллюстративных геометрических
моделей
Построение иллюстративной геометрической модели во многом

сводится к выполнению чертежа.

Построение геометрического чертежа в школьном курсе математи-

ки заключается в проведении отрезков прямых и дуг окружностей.

Для проведения прямой нужно иметь две точки, принадлежащие

этой прямой. Обычно выбор точки осуществляется с достаточно вы-

сокой точностью, даже, например, при проведении касательной к

прямой.

Для проведения окружности нужна точка (центр окружности) и

отрезок (пара точек). Для проведения дуги необходимы еще две точ-

ки (концы дуги).
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V.1. Построение основных элементов чертежа: то-
чек, прямых и окружностей
Точка строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) как пересечение двух линий.
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V.1. Построение основных элементов чертежа: то-
чек, прямых и окружностей
Точка строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) как пересечение двух линий.

Прямая строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) проводится через точку параллельно или перпендику-

лярно имеющейся прямой, либо в) проводится через две точки.
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V.1. Построение основных элементов чертежа: то-
чек, прямых и окружностей
Точка строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) как пересечение двух линий.

Прямая строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) проводится через точку параллельно или перпендику-

лярно имеющейся прямой, либо в) проводится через две точки.

Окружность строится либо а) случайным выбором в некоторой

области, либо б) по центру окружности, и фиксированному

отрезку, равному по длине радиусу окружности, либо

в) по центру окружности и фиксированной точке на окружности.
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V.1. Построение основных элементов чертежа: то-
чек, прямых и окружностей
Точка строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) как пересечение двух линий.

Прямая строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) проводится через точку параллельно или перпендику-

лярно имеющейся прямой, либо в) проводится через две точки.

Окружность строится либо а) случайным выбором в некоторой

области, либо б) по центру окружности, и фиксированному

отрезку, равному по длине радиусу окружности, либо

в) по центру окружности и фиксированной точке на окружности.
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V.1. Построение основных элементов чертежа: то-
чек, прямых и окружностей
Точка строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) как пересечение двух линий.

Прямая строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) проводится через точку параллельно или перпендику-

лярно имеющейся прямой, либо в) проводится через две точки.

Окружность строится либо а) случайным выбором в некоторой

области, либо б) по центру окружности, и фиксированному

отрезку, равному по длине радиусу окружности, либо

в) по центру окружности и фиксированной точке на окружности.
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V.1. Построение основных элементов чертежа: то-
чек, прямых и окружностей
Точка строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) как пересечение двух линий.

Прямая строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) проводится через точку параллельно или перпендику-

лярно имеющейся прямой, либо в) проводится через две точки.

Окружность строится либо а) случайным выбором в некоторой

области, либо б) по центру окружности, и фиксированному

отрезку, равному по длине радиусу окружности, либо

в) по центру окружности и фиксированной точке на окружности.
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V.1. Построение основных элементов чертежа: то-
чек, прямых и окружностей
Точка строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) как пересечение двух линий.

Прямая строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) проводится через точку параллельно или перпендику-

лярно имеющейся прямой, либо в) проводится через две точки.

Окружность строится либо а) случайным выбором в некоторой

области, либо б) по центру окружности, и фиксированному

отрезку, равному по длине радиусу окружности, либо

в) по центру окружности и фиксированной точке на окружности.
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V.1. Построение основных элементов чертежа: то-
чек, прямых и окружностей
Точка строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) как пересечение двух линий.

Прямая строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) проводится через точку параллельно или перпендику-

лярно имеющейся прямой, либо в) проводится через две точки.

Окружность строится либо а) случайным выбором в некоторой

области, либо б) по центру окружности, и фиксированному

отрезку, равному по длине радиусу окружности, либо

в) по центру окружности и фиксированной точке на окружности.
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V.1. Построение основных элементов чертежа: то-
чек, прямых и окружностей
Точка строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) как пересечение двух линий.

Прямая строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) проводится через точку параллельно или перпендику-

лярно имеющейся прямой, либо в) проводится через две точки.

Окружность строится либо а) случайным выбором в некоторой

области, либо б) по центру окружности, и фиксированному

отрезку, равному по длине радиусу окружности, либо

в) по центру окружности и фиксированной точке на окружности.
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V.1. Построение основных элементов чертежа: то-
чек, прямых и окружностей
Точка строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) как пересечение двух линий.

Прямая строится либо а) случайным выбором в некоторой обла-

сти, либо б) проводится через точку параллельно или перпендику-

лярно имеющейся прямой, либо в) проводится через две точки.

Окружность строится либо а) случайным выбором в некоторой

области, либо б) по центру окружности, и фиксированному

отрезку, равному по длине радиусу окружности, либо

в) по центру окружности и фиксированной точке на окружности.
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Рассмотрим пример?
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V.2. Окружность и хорда
Сравним построение 1) хорды в окружности; 2) окружности,

проходящей через концы отрезка.
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V.2. Окружность и хорда
Сравним построение 1) хорды в окружности; 2) окружности,

проходящей через концы отрезка.

Для построения хорды следует найти две точки на окружности (на-

пример, взять произвольно или получить их как точки пересечения

с какими-либо линиями).

166



V.2. Окружность и хорда
Сравним построение 1) хорды в окружности; 2) окружности,

проходящей через концы отрезка.

Для построения хорды следует найти две точки на окружности (на-

пример, взять произвольно или получить их как точки пересечения

с какими-либо линиями).

Для построения окружности, проходящей через концы отрезка (от-

резок станет хордой) следует построить центр окружности (получим

задачу проведения окружности с известным центром, проходящую

через данную точку).
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V.2. Окружность и хорда
Сравним построение 1) хорды в окружности; 2) окружности,

проходящей через концы отрезка.

Для построения хорды следует найти две точки на окружности (на-

пример, взять произвольно или получить их как точки пересечения

с какими-либо линиями).

Для построения окружности, проходящей через концы отрезка (от-

резок станет хордой) следует построить центр окружности (получим

задачу проведения окружности с известным центром, проходящую

через данную точку).

Ясно, что второе построение значительно сложнее и осуществляет-

ся с бо́льшей погрешностью.
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V.2. Окружность и хорда
Сравним построение 1) хорды в окружности; 2) окружности,

проходящей через концы отрезка.

Для построения хорды следует найти две точки на окружности (на-

пример, взять произвольно или получить их как точки пересечения

с какими-либо линиями).

Для построения окружности, проходящей через концы отрезка (от-

резок станет хордой) следует построить центр окружности (получим

задачу проведения окружности с известным центром, проходящую

через данную точку).

Ясно, что второе построение значительно сложнее и осуществляет-

ся с бо́льшей погрешностью.

Поэтому в этом случае обычно выгоднее сначала по-

строить окружность, а потом провести хорду.
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V.2. Окружность и касательная
Сравним построение 1) касательной к окружности; 2) окружно-

сти, касающейся имеющейся прямой.
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V.2. Окружность и касательная
Сравним построение 1) касательной к окружности; 2) окружно-

сти, касающейся имеющейся прямой.

Построение касательной, проходящей через точку окружности или

точку вне окружности, не очень чувствительно к небольшим погреш-

ностям в выборе угла.
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V.2. Окружность и касательная
Сравним построение 1) касательной к окружности; 2) окружно-

сти, касающейся имеющейся прямой.

Построение касательной, проходящей через точку окружности или

точку вне окружности, не очень чувствительно к небольшим погреш-

ностям в выборе угла.

Для построения окружности, касательной по отношению к данно-

му отрезку, следует построить центр окружности и ее радиус. Если

центр окружности построен или выбран каким-либо образом, постро-

ение окружности не очень чувствительно к небольшим погрешностям

в выборе радиуса.
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V.2. Окружность и касательная
Сравним построение 1) касательной к окружности; 2) окружно-

сти, касающейся имеющейся прямой.

Построение касательной, проходящей через точку окружности или

точку вне окружности, не очень чувствительно к небольшим погреш-

ностям в выборе угла.

Для построения окружности, касательной по отношению к данно-

му отрезку, следует построить центр окружности и ее радиус. Если

центр окружности построен или выбран каким-либо образом, постро-

ение окружности не очень чувствительно к небольшим погрешностям

в выборе радиуса.

Трудности обычно связаны с построением центра окружности.
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V.2. Окружность и касательная
Сравним построение 1) касательной к окружности; 2) окружно-

сти, касающейся имеющейся прямой.

Построение касательной, проходящей через точку окружности или

точку вне окружности, не очень чувствительно к небольшим погреш-

ностям в выборе угла.

Для построения окружности, касательной по отношению к данно-

му отрезку, следует построить центр окружности и ее радиус. Если

центр окружности построен или выбран каким-либо образом, постро-

ение окружности не очень чувствительно к небольшим погрешностям

в выборе радиуса.

Трудности обычно связаны с построением центра окружности.

Поэтому и в данном случае обычно выгоднее сначала

построить окружность, а потом провести хорду.
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V.3. Вывод о построении чертежа, содержащего
окружность
Если в чертеже имеется окружность, обычно целе-

сообразно построение чертежа начинать с построе-

ния этой окружности.

Рассмотрим пример построения чертежа в геометрии?
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V.3. Вывод о построении чертежа, содержащего
окружность
Если в чертеже имеется окружность, обычно целе-

сообразно построение чертежа начинать с построе-

ния этой окружности.

Рассмотрим пример решения задачи с построением черте-

жа?
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VI. Теорема Пифагора

177



VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка (длина стороны, длина высоты и др.),
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства

Например: сумма углов треугольника равна
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства

Например: сумма углов треугольника равна 180∘,
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства

Например: сумма углов треугольника равна 180∘,

сумма длин двух сторон длины третьей стороны.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства

Например: сумма углов треугольника равна 180∘,

сумма длин двух сторон не меньше длины третьей стороны.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства и ввести новые понятия.

Например, площадь и периметр треугольника.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства и ввести новые понятия.

Прямоугольный треугольник позволил нам естественным образом

связать между собой длины сторон и углы (с помощью понятий «си-

нус угла», «косинус угла», «тангенс угла»).
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства и ввести новые понятия.

Прямоугольный треугольник позволил нам естественным образом

связать между собой длины сторон и углы (с помощью понятий «си-

нус угла», «косинус угла», «тангенс угла»).

А если рассмотреть квадраты базовых величин?
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства и ввести новые понятия.

Прямоугольный треугольник позволил нам естественным образом

связать между собой длины сторон и углы (с помощью понятий «си-

нус угла», «косинус угла», «тангенс угла»).

А если рассмотреть квадраты базовых величин?

Имеет ли смысл рассматривать квадрат величины угла?
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства и ввести новые понятия.

Прямоугольный треугольник позволил нам естественным образом

связать между собой длины сторон и углы (с помощью понятий «си-

нус угла», «косинус угла», «тангенс угла»).

А если рассмотреть квадраты базовых величин?

«Квадратные градусы» трудно представить геометрически.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Для треугольника базовыми величинами являются:

длина отрезка и величина угла.

С помощью комбинирования этих величин мы смогли установить

свойства и ввести новые понятия.

Прямоугольный треугольник позволил нам естественным образом

связать между собой длины сторон и углы (с помощью понятий «си-

нус угла», «косинус угла», «тангенс угла»).

А если рассмотреть квадраты базовых величин?

А квадраты длин отрезков имеют естественную интерпретацию.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Квадрат длины отрезка

можно представить как
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𝑎
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Квадрат длины отрезка

можно представить как

площадь квадрата.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Квадрат длины отрезка

можно представить как

площадь квадрата.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Квадрат длины отрезка

можно представить как

площадь квадрата.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Квадрат длины отрезка

можно представить как

площадь квадрата.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Квадрат длины отрезка

можно представить как

площадь квадрата.

Попробуем установить

связь между этими пло-

щадями.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Квадрат длины отрезка

можно представить как

площадь квадрата.

Попробуем установить

связь между этими пло-

щадями.

Как?
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Попробуем построить

некоторую несложную

фигуру и разрезать

её разными способами

так, чтобы получить

некоторое равенство

для квадратов длин

сторон.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Попробуем построить

некоторую несложную

фигуру и разрезать

её разными способами

так, чтобы получить

некоторое равенство

для квадратов длин

сторон.

Достроим эту фигуру

до
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Попробуем построить

некоторую несложную

фигуру и разрезать

её разными способами

так, чтобы получить

некоторое равенство

для квадратов длин

сторон.

Достроим эту фигуру

до квадрата.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Попробуем построить

некоторую несложную

фигуру и разрезать

её разными способами

так, чтобы получить

некоторое равенство

для квадратов длин

сторон.

Достроим эту фигуру

до квадрата.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 =
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 +
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 +
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 +
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 +
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 +
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 ·
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.

Поэтому площадь

квадрата можно пред-

ставить в виде:

(𝑎 + 𝑏)2 =
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.

Поэтому площадь

квадрата можно пред-

ставить в виде:

(𝑎 + 𝑏)2 =
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.

Поэтому площадь

квадрата можно пред-

ставить в виде:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 +
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.

Поэтому площадь

квадрата можно пред-

ставить в виде:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 +
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.

Поэтому площадь

квадрата можно пред-

ставить в виде:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 𝑏2 +
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.

Поэтому площадь

квадрата можно пред-

ставить в виде:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 𝑏2 +
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.

Поэтому площадь

квадрата можно пред-

ставить в виде:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏.
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-

кой же квадрат можно

было построить иначе.

Поэтому площадь

квадрата можно пред-

ставить в виде:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏.

Итак,

𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2

= 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏,
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VI.1. Теорема Пифагора: формирование гипотезы
Площадь квадрата со

стороной 𝑎 + 𝑏:

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏
2
.

С другой стороны, та-
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VI.2. Теорема Пифагора: доказательство

Теорема 1. В прямоугольном треугольнике с гипотенузой длины 𝑐

и катетами длиной 𝑎 и 𝑏 имеет место равенство

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2. (1)

Доказательство.
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VII. Теорема синусов и теорема косинусов
Мы рассмотрели замечательные треугольники: прямоугольные.

Эти треугольники, в некотором смысле, самые простые.
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VII. Теорема синусов и теорема косинусов
Мы рассмотрели замечательные треугольники: прямоугольные.

Эти треугольники, в некотором смысле, самые простые.

С их помощью мы смогли связать длины сторон и углы (ввели sin,

cos, tg).

Мы уже доказали теорему синусов.
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Мы рассмотрели замечательные треугольники: прямоугольные.

Эти треугольники, в некотором смысле, самые простые.

С их помощью мы смогли связать длины сторон и углы (ввели sin,

cos, tg).
Мы доказали ещё и теорему Пифагора:
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VII. Теорема синусов и теорема косинусов
Мы рассмотрели замечательные треугольники: прямоугольные.

Эти треугольники, в некотором смысле, самые простые.

С их помощью мы смогли связать длины сторон и углы (ввели sin,

cos, tg).
Мы доказали ещё и теорему Пифагора:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2.
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VII. Теорема синусов и теорема косинусов
Мы рассмотрели замечательные треугольники: прямоугольные.

Эти треугольники, в некотором смысле, самые простые.

С их помощью мы смогли связать длины сторон и углы (ввели sin,

cos, tg).
Мы доказали ещё и теорему Пифагора:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2.

Попытаемся обобщить этот результат для

произвольных треугольников.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Сначала рассмотрим прямоугольный

треугольник.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Если же угол 𝐴 немного увеличить, то

длина стороны 𝐵𝐶
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Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Если же угол 𝐴 немного увеличить, то

длина стороны 𝐵𝐶
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Если угол 𝐴 немного уменьшить, то

длина стороны 𝐵𝐶
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Если угол 𝐴 немного уменьшить, то

длина стороны 𝐵𝐶

тоже уменьшится.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Если угол 𝐴 немного уменьшить, то

длина стороны 𝐵𝐶

тоже уменьшится.
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«Бог хитёр, но не зловреден»: есть надежда, что длину стороны 𝑎

можно вычислить по формуле, близкой к формуле Пифагора:
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Если угол 𝐴 немного уменьшить, то

длина стороны 𝐵𝐶

тоже уменьшится.
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«Бог хитёр, но не зловреден»: есть надежда, что длину стороны 𝑎

можно вычислить по формуле, близкой к формуле Пифагора:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2.

254



VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Если угол 𝐴 немного уменьшить, то

длина стороны 𝐵𝐶

тоже уменьшится.
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«Бог хитёр, но не зловреден»: есть надежда, что длину стороны 𝑎

можно вычислить по формуле, близкой к формуле Пифагора:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2−?
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Если угол 𝐴 немного уменьшить, то

длина стороны 𝐵𝐶

тоже уменьшится.
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«Бог хитёр, но не зловреден»: есть надежда, что длину стороны 𝑎

можно вычислить по формуле, близкой к формуле Пифагора:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2−? (𝑏, 𝑐,∠𝐴)⏟  ⏞  
зависит от этих величин

.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации. 𝐴
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«Бог хитёр, но не зловреден»: есть надежда, что длину стороны 𝑎

можно вычислить по формуле, близкой к формуле Пифагора:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2−? (𝑏, 𝑐,∠𝐴)⏟  ⏞  
зависит от этих величин

.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Сначала рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— прямой.
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«Бог хитёр, но не зловреден»: есть надежда, что длину стороны 𝑎

можно вычислить по формуле, близкой к формуле Пифагора:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2−? (𝑏, 𝑐,∠𝐴)⏟  ⏞  
зависит от этих величин

.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Сначала рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— прямой.
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𝐶

𝑏2 + 𝑐2+?(𝑏, 𝑐,∠𝐴) = 𝑎2 =
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Сначала рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— прямой.
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𝐶

𝑏2 + 𝑐2+?(𝑏, 𝑐,∠𝐴) = 𝑎2 = 𝑏2 − 𝑐2,
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Сначала рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— прямой.
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𝐶

𝑏2 + 𝑐2+?(𝑏, 𝑐,∠𝐴) = 𝑎2 = 𝑏2 − 𝑐2,

𝑏2 + 𝑐2+?(𝑏, 𝑐,∠𝐴) = 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐2,
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Сначала рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— прямой.
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𝐶

𝑏2 + 𝑐2+?(𝑏, 𝑐,∠𝐴) = 𝑎2 = 𝑏2 − 𝑐2,

𝑏2 + 𝑐2+?(𝑏, 𝑐,∠𝐴) = 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐2,

𝑏2 + 𝑐2+?(𝑏, 𝑐,∠𝐴) = 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Сначала рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— прямой.

Гипотеза: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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𝐶

𝑏2 + 𝑐2+?(𝑏, 𝑐,∠𝐴) = 𝑎2 = 𝑏2 − 𝑐2,

𝑏2 + 𝑐2+?(𝑏, 𝑐,∠𝐴) = 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐2,

𝑏2 + 𝑐2+?(𝑏, 𝑐,∠𝐴) = 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Теперь рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— ???

Гипотеза: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Теперь рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— развёрнутый.

Гипотеза: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.

𝐴

𝐵

�
�
�

�
�
�

�
�
��

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
..

𝐶

265



VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Теперь рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— развёрнутый.

Гипотеза: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Теперь рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— развёрнутый.

Гипотеза: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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𝑎2 = (𝑎 + 𝑏)2,
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Теперь рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— развёрнутый.

Гипотеза: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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𝑎2 = (𝑎 + 𝑏)2,

𝑎2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2,

268



VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Теперь рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— развёрнутый.

Гипотеза: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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𝑎2 = (𝑎 + 𝑏)2,

𝑎2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2,

𝑎2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏⏟ ⏞ .
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Теперь рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— развёрнутый.

Гипотеза: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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𝑎2 = (𝑎 + 𝑏)2,

𝑎2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2,

𝑎2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏⏟ ⏞ 
2𝑎𝑏 cos 180∘

.
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Теперь рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— развёрнутый.

Гипотеза: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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𝑎2 = (𝑎 + 𝑏)2,

𝑎2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2,

𝑎2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏⏟ ⏞ 
2𝑎𝑏 cos 180∘

. Подтверждается!
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VII.1. Теорема косинусов: гипотеза

Цель 1. Обобщить теорему Пифагора на случай, когда треугольник

не является прямоугольным.
Для того, чтобы представить себе вид

выражения, обозначенного как вопро-

сительный знак, рассмотрим крайние,

«экстремальные» ситуации.

Теперь рассмотрим случай, когда ∠𝐴
— развёрнутый.

Гипотеза: 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴.
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𝑎2 = (𝑎 + 𝑏)2,

𝑎2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2,

𝑎2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏⏟ ⏞ 
2𝑎𝑏 cos 180∘

. Но это не доказательство!
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Рассмотрим

доказательство координатным

методом.
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Рассмотрим

доказательство координатным

методом.

Начать надо
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Рассмотрим

доказательство координатным

методом.

Начать надо со введения системы

координат.
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Рассмотрим

доказательство координатным

методом.

Начать надо со введения системы

координат.
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

Изобразим угол ∠𝐴.
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

Изобразим угол ∠𝐴.
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

Точка 𝐴 имеет координаты
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

Точка 𝐴 имеет координаты (0, 0),
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

Точка 𝐴 имеет координаты (0, 0),

точка 𝐵 имеет координаты
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

Точка 𝐴 имеет координаты (0, 0),

точка 𝐵 имеет координаты (𝑐, 0),

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
PPPPPP

𝐴(0, 0)

𝐵(𝑐, 0)

𝐶

.

............

............

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��>
𝑥

S
S
S
S
S
So

𝑦

284



VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

Точка 𝐴 имеет координаты (0, 0),

точка 𝐵 имеет координаты (𝑐, 0),

точка 𝐶 имеет координаты
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

Точка 𝐴 имеет координаты (0, 0),

точка 𝐵 имеет координаты (𝑐, 0),

точка 𝐶 имеет координаты

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
PPPPPP

𝐴(0, 0)

𝐵(𝑐, 0)

𝐶
S
S
S
S

𝐻

.

............

............

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��>
𝑥

S
S
S
S
S
So

𝑦

286



VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

Точка 𝐴 имеет координаты (0, 0),

точка 𝐵 имеет координаты (𝑐, 0),

точка 𝐶 имеет координаты
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

Точка 𝐴 имеет координаты (0, 0),

точка 𝐵 имеет координаты (𝑐, 0),

точка 𝐶 имеет координаты

(𝑏 cos∠𝐴, 𝑏 sin∠𝐴).
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

𝑎2 = 𝐵𝐶2 =
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 + (𝑏 sin∠𝐴)2 =
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 + (𝑏 sin∠𝐴)2 =
= 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴 + 𝑏2 cos2∠𝐴+
+𝑏2 sin2∠𝐴 =
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 + (𝑏 sin∠𝐴)2 =
= 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴 + b2 cos2∠A+

+b2 sin2∠A =
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
PPPPPP

𝐴(0, 0)

𝐵(𝑐, 0)

𝐶(𝑏 cos𝐴, 𝑏 sin𝐴)
S
S
S
S

𝐻(𝑏 cos𝐴, 0)

.

............

............

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��>
𝑥

S
S
S
S
S
So

𝑦

292



VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 + (𝑏 sin∠𝐴)2 =
= 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴 + b2 cos2∠A+

+b2 sin2∠A =

= 𝑏2 +
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 + (𝑏 sin∠𝐴)2 =
= c2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴 + 𝑏2 cos2∠𝐴+
+𝑏2 sin2∠𝐴 =

= 𝑏2 +
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 + (𝑏 sin∠𝐴)2 =
= c2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴 + 𝑏2 cos2∠𝐴+
+𝑏2 sin2∠𝐴 =

= 𝑏2 + 𝑐2 − �
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 + (𝑏 sin∠𝐴)2 =
= 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴 + 𝑏2 cos2∠𝐴+
+𝑏2 sin2∠𝐴 =

= 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. �
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. Вычислим

длину 𝑎 отрезка 𝐵𝐶 с помощью

координат точек 𝐵 и 𝐶.

𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 + (𝑏 sin∠𝐴)2 =
= 𝑐2 − 2𝑐𝑏 cos∠𝐴 + 𝑏2 cos2∠𝐴+
+𝑏2 sin2∠𝐴 =

= 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴.
Теорема доказана.

Рассмотрим другое доказательство.
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. 𝑎2 = 𝐵𝐶2 =
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. 𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= 𝐶𝐻2 +𝐻𝐵2 =
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. 𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= 𝐶𝐻2 +𝐻𝐵2 = (𝐴𝐶 sin∠𝐴)2 + (𝐴𝐵 − 𝐴𝐻)2 =
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. 𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= 𝐶𝐻2 +𝐻𝐵2 = (𝐴𝐶 sin∠𝐴)2 + (𝐴𝐵 − 𝐴𝐻)2 =

= 𝑏2 sin2∠𝐴 + (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 =
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. 𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= 𝐶𝐻2 +𝐻𝐵2 = (𝐴𝐶 sin∠𝐴)2 + (𝐴𝐵 − 𝐴𝐻)2 =

= 𝑏2 sin2∠𝐴 + (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 =
= 𝑏2 sin2∠𝐴 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴 + 𝑏2 cos2∠𝐴 =
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. 𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= 𝐶𝐻2 +𝐻𝐵2 = (𝐴𝐶 sin∠𝐴)2 + (𝐴𝐵 − 𝐴𝐻)2 =

= 𝑏2 sin2∠𝐴 + (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 =
= 𝑏2 sin2∠𝐴 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴 + 𝑏2 cos2∠𝐴 =

= 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴.
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VII.2. Доказательство теоремы косинусов

Теорема 2. В треугольнике со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 и углом ∠𝐴, про-
тиволежащим стороне длиной 𝑎, имеет место равенство

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴. (2)

Доказательство. 𝑎2 = 𝐵𝐶2 =

= 𝐶𝐻2 +𝐻𝐵2 = (𝐴𝐶 sin∠𝐴)2 + (𝐴𝐵 − 𝐴𝐻)2 =

= 𝑏2 sin2∠𝐴 + (𝑐− 𝑏 cos∠𝐴)2 =
= 𝑏2 sin2∠𝐴 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴 + 𝑏2 cos2∠𝐴 =

= 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴.
Таким образом, те же выкладки

можно было получить без приме-

нения координатного метода.

Теорема доказана.
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VIII. Треугольник и окружность
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника...
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VIII. Треугольник и окружность
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника...

�
�
�
�
�
�
�

.

.....................................................................................................................................................................................................................................

𝐴 𝐵

𝐶

......

......

......

.....

.....

......

......
............

....
..

...
...

..
..
.

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

..
..
.

...
...

....
..
...... ......
......

......

.....

.....

......

......

......

306



VIII. Треугольник и окружность
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника...
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VIII. Треугольник и окружность
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника

или круги, включающие в себя треугольник.
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VIII.1. Постановка задачи о △ и ○
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника

или круги, включающие в себя треугольник.
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VIII.1. Постановка задачи о △ и ○
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника

или круги, включающие в себя треугольник.
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радиус.
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VIII.1. Постановка задачи о △ и ○
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника

или круги, включающие в себя треугольник.
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VIII.1. Постановка задачи о △ и ○
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника

или круги, включающие в себя треугольник.
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VIII.1. Постановка задачи о △ и ○
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника

или круги, включающие в себя треугольник.
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VIII.1. Постановка задачи о △ и ○
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника

или круги, включающие в себя треугольник.
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Рассмотрим окружность, лежащую внутри треугольника, но име-

ющую максимальный радиус.
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VIII.2. Вписанная окружность
Особый интерес представляют окружности, це-

ликом лежащие внутри треугольника

или круги, включающие в себя треугольник.
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Рассмотрим окружность, лежащую внутри треугольника, но име-

ющую максимальный радиус.

Такая окружность называется окружностью, вписанной в

треугольник.
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VIII.2. Вписанная окружность
Существует ли окружность, вписанная в тре-

угольник?
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VIII.2. Вписанная окружность
Существует ли окружность, вписанная в тре-

угольник?
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Как доказать существование какого-либо объекта?
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VIII.2. Вписанная окружность
Существует ли окружность, вписанная в тре-

угольник?
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Как доказать существование какого-либо объекта?

Есть два способа:

— прямой, конструктивный (показать, как построить нужный объ-

ект);

318



VIII.2. Вписанная окружность
Существует ли окружность, вписанная в тре-

угольник?
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Как доказать существование какого-либо объекта?

Есть два способа:

— прямой, конструктивный (показать, как построить нужный объ-

ект);

— косвенный («от противного»).
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VIII.2. Вписанная окружность
Существует ли окружность, вписанная в тре-

угольник?
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Как доказать существование какого-либо объекта?

Есть два способа:

— прямой, конструктивный (показать, как построить нужный объ-

ект);

— косвенный («от противного»).

Приоритетным считается способ.
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VIII.2. Вписанная окружность
Существует ли окружность, вписанная в тре-

угольник?
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Как доказать существование какого-либо объекта?

Есть два способа:

— прямой, конструктивный (показать, как построить нужный объ-

ект);

— косвенный («от противного»).

Приоритетным считается конструктивный способ.
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VIII.2. Вписанная окружность
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Применим «стратегию предвкушения».

Допустим, окружность, вписанная в треугольник, существует.
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VIII.2. Вписанная окружность
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Применим «стратегию предвкушения».

Допустим, окружность, вписанная в треугольник, существует.

Нам надо понять, как ее построить и показать, что наш способ

построения гарантированно дает нужный результат.
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VIII.2. Вписанная окружность
Окружность определяется
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Применим «стратегию предвкушения».

Допустим, окружность, вписанная в треугольник, существует.

Нам надо понять, как ее построить и показать, что наш способ

построения гарантированно дает нужный результат.

324



VIII.2. Вписанная окружность
Окружность определяется

положением ее центра и величиной радиуса.
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«Без треугольников жизни нет!»

Радиусы 𝑂𝑖𝐾, 𝑂𝑖𝑀 , 𝑂𝑖𝑁 надо «встроить» в треугольники.
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«Без треугольников жизни нет!»

Радиусы 𝑂𝑖𝐾, 𝑂𝑖𝑀 , 𝑂𝑖𝑁 надо «встроить» в треугольники.

Желательно, чтобы эти радиусы были сторонами треугольника.
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Окружность определяется положением ее цен-

тра и величиной радиуса.

𝑂𝑖𝑀 = 𝑂𝑖𝐾, 𝐴𝑂𝑖 — общая гипотенуза △𝐴𝑂𝑖𝑀

и △𝐴𝑂𝑖𝐾.

△𝐴𝑂𝑖𝑀 = △𝐴𝑂𝑖𝐾.
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VIII.2. Вписанная окружность
Окружность определяется положением ее цен-

тра и величиной радиуса.

𝑂𝑖𝑀 = 𝑂𝑖𝐾, 𝐴𝑂𝑖 — общая гипотенуза △𝐴𝑂𝑖𝑀

и △𝐴𝑂𝑖𝐾.

△𝐴𝑂𝑖𝑀 = △𝐴𝑂𝑖𝐾.
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VIII.2. Вписанная окружность
Окружность определяется положением ее цен-

тра и величиной радиуса.

𝑂𝑖𝑀 = 𝑂𝑖𝑁 , 𝐵𝑂𝑖 — общая гипотенуза △𝐵𝑂𝑖𝑀

и △𝐵𝑂𝑖𝑁 . �
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VIII.2. Вписанная окружность
Окружность определяется положением ее цен-

тра и величиной радиуса.

𝑂𝑖𝑀 = 𝑂𝑖𝑁 , 𝐵𝑂𝑖 — общая гипотенуза △𝐵𝑂𝑖𝑀

и △𝐵𝑂𝑖𝑁 .

△𝐵𝑂𝑖𝑀 = △𝐵𝑂𝑖𝑁 .
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VIII.2. Вписанная окружность
Окружность определяется положением ее цен-

тра и величиной радиуса.

𝑂𝑖𝑀 = 𝑂𝑖𝑁 , 𝐵𝑂𝑖 — общая гипотенуза △𝐵𝑂𝑖𝑀

и △𝐵𝑂𝑖𝑁 .

△𝐵𝑂𝑖𝑀 = △𝐵𝑂𝑖𝑁 .
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖.
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VIII.2. Вписанная окружность
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖.

Следовательно, мы показали, что центр вписанной окружности ле-

жит на пересечении биссектрис.
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VIII.2. Вписанная окружность
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖.

Следовательно, мы показали, что центр вписанной окружности ле-

жит на пересечении биссектрис.

Остается проверить, что все три биссектрисы пересекаются в одной

точке.
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VIII.3. Пересечение «экстремальных линий» в △
Как можно доказать, что три прямые 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 пе-

ресекаются в одной точке?
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖.

Следовательно, мы показали, что центр вписанной окружности ле-

жит на пересечении биссектрис.

Остается проверить, что все три биссектрисы пересекаются в одной

точке.
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VIII.3. Пересечение «экстремальных линий» в △
Как можно доказать, что три прямые 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 пе-

ресекаются в одной точке?
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖.

Следовательно, мы показали, что центр вписанной окружности ле-

жит на пересечении биссектрис.

Остается проверить, что все три биссектрисы пересекаются в одной

точке.

342



VIII.3. Пересечение «экстремальных линий» в △
Как можно доказать, что три прямые 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 пе-

ресекаются в одной точке?
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖.

Следовательно, мы показали, что центр вписанной окружности ле-

жит на пересечении биссектрис.

Остается проверить, что все три биссектрисы пересекаются в одной

точке.
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VIII.3.1. Пересечение биссектрис в △
Мы провели биссектрисы 𝐴𝑂𝑖 и 𝐵𝑂𝑖. Осталось

показать, что 𝐶𝑂𝑖 — биссектриса.
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖.
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VIII.3.1. Пересечение биссектрис в △
Мы провели биссектрисы 𝐴𝑂𝑖 и 𝐵𝑂𝑖. Осталось

показать, что 𝐶𝑂𝑖 — биссектриса.
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖. ∠𝐵𝐶𝑂𝑖
?
= ∠𝐴𝐶𝑂𝑖.
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VIII.3.1. Пересечение биссектрис в △
Мы провели биссектрисы 𝐴𝑂𝑖 и 𝐵𝑂𝑖. Осталось

показать, что 𝐶𝑂𝑖 — биссектриса.
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖. ∠𝐵𝐶𝑂𝑖
?
= ∠𝐴𝐶𝑂𝑖.

𝑂1𝐾 = 𝑂1𝑀
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VIII.3.1. Пересечение биссектрис в △
Мы провели биссектрисы 𝐴𝑂𝑖 и 𝐵𝑂𝑖. Осталось

показать, что 𝐶𝑂𝑖 — биссектриса.
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖. ∠𝐵𝐶𝑂𝑖
?
= ∠𝐴𝐶𝑂𝑖.

𝑂1𝐾 = 𝑂1𝑀

347



VIII.3.1. Пересечение биссектрис в △
Мы провели биссектрисы 𝐴𝑂𝑖 и 𝐵𝑂𝑖. Осталось

показать, что 𝐶𝑂𝑖 — биссектриса.
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖. ∠𝐵𝐶𝑂𝑖
?
= ∠𝐴𝐶𝑂𝑖.

𝑂1𝐾 = 𝑂1𝑀
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VIII.3.1. Пересечение биссектрис в △
Мы провели биссектрисы 𝐴𝑂𝑖 и 𝐵𝑂𝑖. Осталось

показать, что 𝐶𝑂𝑖 — биссектриса.
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖. ∠𝐵𝐶𝑂𝑖
?
= ∠𝐴𝐶𝑂𝑖.

𝑂1𝐾 = 𝑂1𝑀 = 𝑂1𝑁.
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VIII.3.1. Пересечение биссектрис в △
Мы провели биссектрисы 𝐴𝑂𝑖 и 𝐵𝑂𝑖. Осталось

показать, что 𝐶𝑂𝑖 — биссектриса.
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖. ∠𝐵𝐶𝑂𝑖
?
= ∠𝐴𝐶𝑂𝑖.

△𝐾𝑂𝑖𝐶 = △𝑁𝑂𝑖𝐶
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VIII.3.1. Пересечение биссектрис в △
Мы провели биссектрисы 𝐴𝑂𝑖 и 𝐵𝑂𝑖. Осталось

показать, что 𝐶𝑂𝑖 — биссектриса.
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∠𝐵𝐴𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐴𝑂𝑖, ∠𝐴𝐵𝑂𝑖 = ∠𝐶𝐵𝑂𝑖. ∠𝐵𝐶𝑂𝑖
!
= ∠𝐴𝐶𝑂𝑖.

△𝐾𝑂𝑖𝐶 = △𝑁𝑂𝑖𝐶.
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VIII.3.1. Пересечение биссектрис в △
Окружность определяется положением ее цен-

тра и величиной радиуса.

△𝐴𝑂𝑖𝑀 = △𝐴𝑂𝑖𝐾.
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Мы показали, что, во-первых, три биссектрисы пересекаются в од-

ной точке и, во-вторых, что эта точка пересечения является центром

вписанной окружности.
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VIII.3.2. Постановка задачи о расположении
«экстремальных» линий в треугольнике
Оказывается, все три биссектрисы треугольника пересекаются в

одной точке!
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VIII.3.2. Постановка задачи о расположении
«экстремальных» линий в треугольнике
Но мы рассматривали и другие «экстремальные» отрезки, прове-

денных в треугольнике:
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VIII.3.2. Постановка задачи о расположении
«экстремальных» линий в треугольнике
Но мы рассматривали и другие «экстремальные» отрезки, прове-

денные в треугольнике:

— медианы (?????);
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VIII.3.2. Постановка задачи о расположении
«экстремальных» линий в треугольнике
Но мы рассматривали и другие «экстремальные» отрезки, прове-

денные в треугольнике:

— медианы (делится пополам сторона треугольника);
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VIII.3.2. Постановка задачи о расположении
«экстремальных» линий в треугольнике
Но мы рассматривали и другие «экстремальные» отрезки, прове-

денные в треугольнике:

— медианы (делится пополам сторона треугольника);

— биссектрисы (??????);
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VIII.3.2. Постановка задачи о расположении
«экстремальных» линий в треугольнике
Но мы рассматривали и другие «экстремальные» отрезки, прове-

денные в треугольнике:

— медианы (делится пополам сторона треугольника);

— биссектрисы (делится пополам угол треугольника);
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VIII.3.2. Постановка задачи о расположении
«экстремальных» линий в треугольнике
Но мы рассматривали и другие «экстремальные» отрезки, прове-

денные в треугольнике:

— медианы (делится пополам сторона треугольника);

— биссектрисы (делится пополам угол треугольника);

— высоты (?????).
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VIII.3.2. Постановка задачи о расположении
«экстремальных» линий в треугольнике
Но мы рассматривали и другие «экстремальные» отрезки, прове-

денные в треугольнике:

— медианы (делится пополам сторона треугольника);

— биссектрисы (делится пополам угол треугольника);

— высоты (перпендикуляр к стороне).
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VIII.3.2. Постановка задачи о расположении
«экстремальных» линий в треугольнике
Но мы рассматривали и другие «экстремальные» отрезки, прове-

денные в треугольнике:

— медианы (делится пополам сторона треугольника);

— биссектрисы (делится пополам угол треугольника);

— высоты (перпендикуляр к стороне).

Посмотрим, как они «взамодействуют» друг с другом.
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VIII.3.2. Постановка задачи о расположении
«экстремальных» линий в треугольнике
Но мы рассматривали и другие «экстремальные» отрезки, прове-

денные в треугольнике:

— медианы (делится пополам сторона треугольника);

— биссектрисы (делится пополам угол треугольника);

— высоты (перпендикуляр к стороне).

Посмотрим, как они «взамодействуют» друг с другом.

Сначала изучим особенности взаимного расположения «одинако-

вых» линий: трех медиан, трех биссектрис и так далее.
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VIII.3.3. Медианы треугольника

B
B
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B
B
B
B
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Рассмотрим произвольный треуголь-

ник.
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VIII.3.3. Медианы треугольника

B
B
B
B
B
B
B
B
B

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

��
��
��
��
��

��
�

Рассмотрим произвольный треуголь-

ник.

Проведем медианы к трем сторонам.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Рассмотрим произвольный треуголь-

ник.

Проведем медианы к трем сторонам.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Рассмотрим произвольный треуголь-

ник.

Проведем медианы к трем сторонам.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Что вы можете сказать о взаимном

расположении медиан?
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Медианы пересекаются в одной точке.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Может это частный случай??

Давайте проверим, начертите у себя в

тетради произвольный треугольник и

как можно точнее проведите медианы.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Может это частный случай??

Давайте проверим, начертите у себя в

тетради произвольный треугольник и

как можно точнее проведите медианы.

Сделайте вывод.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Докажем, что медианы треугольника

пересекаются в одной точке.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Как можно доказать, что медианы пе-

ресекаются в одной точке?
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VIII.3.3. Медианы треугольника

B
B
B
B
B
B
B
B
B

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

��
��
��
��
��

��
�

H
HH

H
HH

H
HH

�
�
�
�
�
�
�
�
�

Как можно доказать, что медианы

пересекаются в одной точке?

1. Провести две медианы «по-

честному», а третью через точку

пересечения, остается доказать, что

она так же является медианой.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Как можно доказать, что медианы

пересекаются в одной точке?

1. Провести две медианы «по-

честному», а третью через точку

пересечения, остается доказать, что

она так же является медианой.

2. Доказать, что точка пересечения

обладает некоторым свойством.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Воспользуемся вторым способом.

Докажем, что точка пересечения ме-

диан обладает уникальным свойством.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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𝐴 𝐵

𝐶 Рассмотрим произвольный треуголь-

ник 𝐴𝐵𝐶.
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VIII.3.3. Медианы треугольника

B
B
B
B
B
B
B
B
B

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

𝐴 𝐵

𝐶

��
��
��
��
��

��
�

H
HH

H
HH

H
HH

𝑁𝐾

𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

Для начала рассмотрим две его меди-

аны: 𝐴𝑁 и 𝐵𝐾 и обозначим буквой 𝑂

точку их пересечения.
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

У нас имеются две точки 𝑁 и 𝐾,

которые являются серединами сторон

треугольника, это значит, что
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

У нас имеются две точки 𝑁 и 𝐾,

которые являются серединами сторон

треугольника, это значит, что

они делят стороны попалам (на рав-

ные части)
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VIII.3.3. Медианы треугольника
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

У нас имеются две точки 𝑁 и 𝐾,

которые являются серединами сторон

треугольника, это значит, что

они делят стороны попалам (на рав-

ные части), следовательно можно про-

вести
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

У нас имеются две точки 𝑁 и 𝐾,

которые являются серединами сторон

треугольника, это значит, что

они делят стороны попалам (на рав-

ные части), следовательно можно про-

вести среднюю линию!
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

Соединим точки 𝑁 и 𝐾.
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

Свойства средней линии:
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

Свойства средней линии:

1. △𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶

с коэффициентом подобия 2.
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

Свойства средней линии:

1. △𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶

с коэффициентом подобия 2.

2. Средняя линия треугольника

параллельна одной из его сторон.
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

Свойства средней линии:

1. △𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶

с коэффициентом подобия 2.

2. Средняя линия треугольника

параллельна одной из его сторон.

3. Средняя линия треугольника равна

половине длины стороны, которой

она параллельна.
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𝑁𝐾

𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

Свойства средней линии:

1. △𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶

с коэффициентом подобия 2.

2. Средняя линия треугольника

параллельна одной из его сторон.

𝐾𝑁‖𝐴𝐵
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

Свойства средней линии:

1. △𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶

с коэффициентом подобия 2.

𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶,

𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵 ⇒
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𝑂

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵 ⇒
Используем базовую ассоциацию с понятием «параллельные

прямые».
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Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵 ⇒
Используем базовую ассоциацию с понятием «параллельные

прямые».
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4

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵 ⇒

⇒
{︂

∠1 = ∠2,
∠3 = ∠4

⇒
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z
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4

Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵 ⇒

⇒
{︂

∠1 = ∠2,
∠3 = ∠4

⇒
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Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵, ⇒

⇒
{︂

∠1 = ∠2,
∠3 = ∠4

⇒ △𝐴𝑂𝐵 ∼ △𝑁𝑂𝐾.
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Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵, ⇒ △𝐴𝑂𝐵 ∼ △𝑁𝑂𝐾.

Запишем отношения сходственных

сторон.
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Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵, ⇒ △𝐴𝑂𝐵 ∼ △𝑁𝑂𝐾.

=
𝐴𝐵

𝑁𝐾
=
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Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵, ⇒ △𝐴𝑂𝐵 ∼ △𝑁𝑂𝐾.

2 =
𝐴𝐵

𝑁𝐾
=
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Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵, ⇒ △𝐴𝑂𝐵 ∼ △𝑁𝑂𝐾.

2 =
𝐴𝐵

𝑁𝐾
=

𝐴𝑂

𝑁𝑂
=
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Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵, ⇒ △𝐴𝑂𝐵 ∼ △𝑁𝑂𝐾.

2 =
𝐴𝐵

𝑁𝐾
=

𝐴𝑂

𝑁𝑂
=

𝐵𝑂

𝐾𝑂
.
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Δ𝐴𝐵𝐶 – произвольный.

𝐴𝑁
⋂︀

𝐵𝐾 = 𝑂

𝐾𝑁 – средняя линия Δ𝐴𝐵𝐶.

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △𝐾𝑁𝐶, 𝐾𝑁 =
1

2
𝐴𝐵,

𝐾𝑁‖𝐴𝐵, ⇒ △𝐴𝑂𝐵 ∼ △𝑁𝑂𝐾.

2 =
𝐴𝐵

𝑁𝐾
=

𝐴𝑂

𝑁𝑂
=

𝐵𝑂

𝐾𝑂
.

Таким образом, точка 𝑂 пересечения

медиан 𝐴𝑁 и 𝐵𝐾 делит каждую из

них в отношении 2:1, считая от вер-

шины.
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Итак, точка пересечения двух меди-

ан делит каждую из них в отношении

2 : 1, считая от вершины.
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Итак, точка пересечения двух меди-

ан делит каждую из них в отношении

2 : 1, считая от вершины.

Поэтому все три медианы треугольни-

ка 𝐴𝐵𝐶 пересекаются в точке 𝑂 и де-

лятся ею в отношении 2:1, считая от

вершины.
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VIII.3.4. Серединные перпендикуляры
Медианы пересекаются в одной

точке, и биссектрисы пересекают-

ся в одной точке.
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Сочетание этих свойств приводит к понятию серединный пер-
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VIII.3.4. Серединные перпендикуляры
Можем ожидать, что серединные

перпендикуляры наследуют неко-

торые хорошие свойства и медиан,

и высот.
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VIII.3.4. Серединные перпендикуляры
Можем ожидать, что серединные

перпендикуляры наследуют неко-

торые хорошие свойства и медиан,

и высот.

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

𝐴 𝐵

𝐶

.

....................................................................................................................................................................................................

𝐾
.

................................................................................................................

𝑁

Например, пересекаются ли они в одной точке?
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VIII.3.4. Серединные перпендикуляры
Можем ожидать, что серединные

перпендикуляры наследуют неко-

торые хорошие свойства и медиан,

и высот.
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Например, пересекаются ли они в одной точке?

412



VIII.3.4. Серединные перпендикуляры
Давайте проверим. Нарисуй-

те каждый у себя в тетради

треугольник и серединные пер-

пендикуляры и посмотрите как

они соотносятся между собой?

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

𝐴 𝐵

𝐶

.

....................................................................................................................................................................................................

𝐾
.

................................................................................................................

𝑁
.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

𝑀

413



VIII.3.4. Серединные перпендикуляры
Докажем, что серединные перпен-

дикуляры пересекаются в одной

точке.
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VIII.3.4. Серединные перпендикуляры
Докажем, что серединные перпен-
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Как можно доказать, что три прямые пересекаются в одной точке?
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Как можно доказать, что три прямые пересекаются в одной точке?

1) Две прямые провести «по-четному», а третью — через точку их

пересечения.

2) Показать что точка пересечения двух прямых обладает таким

свойством, что третья прямая должна пройти через эту же точку.
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Докажем, что серединные перпен-

дикуляры пересекаются в одной

точке.
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VIII.3.4. Серединные перпендикуляры
Значит,

во-первых, для любого треуголь-

ника существует окружность,

описанная около этого треуголь-

ника;

во-вторых, центр окружности,

описанной около треугольника,

лежит на пересечении серединных

перпедикуляров;
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в-третьих, все три серединных перпендикуляра пересекаются в од-

ной точке.
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VIII.3.4. Серединные перпендикуляры
Значит,

во-первых, для любого треуголь-

ника существует окружность,

описанная около этого треуголь-

ника;

во-вторых, центр окружности,

описанной около треугольника,

лежит на пересечении серединных

перпедикуляров;
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в-третьих, все три серединных перпендикуляра пересекаются в од-

ной точке.
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VIII.3.5. Высоты треугольника
Итак,

— все три биссектрисы пересекаются в одной точке (центр вписанной

окружности);

— все три медианы пересекаются в одной точке;

— все три серединных перпендикуляра пересекаются в одной точке.

А как с высотами?
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VIII.3.5. Высоты треугольника
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𝐿
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Рассмотрим произвольный тре-

угольник 𝐾𝐿𝑀.
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VIII.3.5. Высоты треугольника
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Рассмотрим произвольный тре-

угольник 𝐾𝐿𝑀.

Проведем серединные перпенди-

куляры.
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VIII.3.5. Высоты треугольника
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Рассмотрим произвольный тре-

угольник 𝐾𝐿𝑀.

Проведем серединные перпенди-

куляры.
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Рассмотрим произвольный тре-

угольник 𝐾𝐿𝑀.

Проведем серединные перпенди-

куляры.
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VIII.3.5. Высоты треугольника
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Рассмотрим произвольный тре-

угольник 𝐾𝐿𝑀.

Проведем серединные перпенди-

куляры.

Они пересекаются в точке 𝑂.
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VIII.3.5. Высоты треугольника
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Давайте попробуем рассмотреть

на этом чертеже какие-нибудь но-

вые фигуры.
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VIII.3.5. Высоты треугольника
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Какие фигуры наиболее интерес-

ны?
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VIII.3.5. Высоты треугольника
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Попробуйте назвать какой-нибудь

«интересный» треугольник.
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Треугольник 𝐴𝐵𝐶.
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Треугольник 𝐴𝐵𝐶.

Что мы можем сказать о его вер-

шинах? Чем они для нас интерес-

ны?
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Треугольник 𝐴𝐵𝐶.

Вершинами треугольника 𝐴𝐵𝐶

являются основания серединных

перпендикуляров треугольника

𝐾𝐿𝑀 .
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Треугольник 𝐴𝐵𝐶.

Вершинами треугольника 𝐴𝐵𝐶

являются основания серединных

перпендикуляров треугольника

𝐾𝐿𝑀 .

Что тогда можем сказать о

сторонах треугольника 𝐴𝐵𝐶?
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VIII.3.5. Высоты треугольника

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

���
���

���
���

���
���

�

Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z

𝑀

𝐿

𝐾
XXXXXXXXX

�
�
�
�
�
��

C
C
C
C
C
C
CC

𝑂

𝐴

𝐵

𝐶

Z
Z
Z
Z
Z
Z
ZZ

�
�
�
�
�
�
�
�

���
���

���
�

Треугольник 𝐴𝐵𝐶.

Вершинами треугольника 𝐴𝐵𝐶

являются основания серединных

перпендикуляров треугольника

𝐾𝐿𝑀 .

Стороны треугольника 𝐴𝐵𝐶 бу-

дут являться средними линиями

треугольника 𝐾𝐿𝑀 .
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Треугольник 𝐴𝐵𝐶.

Вершинами треугольника 𝐴𝐵𝐶

являются основания серединных

перпендикуляров треугольника

𝐾𝐿𝑀 .

Стороны треугольника 𝐴𝐵𝐶 бу-

дут являться средними линиями

треугольника 𝐾𝐿𝑀 .

Какими свойствами обладает

средняя линия треугольника?
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Треугольник 𝐴𝐵𝐶.

Вершинами треугольника 𝐴𝐵𝐶

являются основания серединных

перпендикуляров треугольника

𝐾𝐿𝑀 .

Стороны треугольника 𝐴𝐵𝐶 бу-

дут являться средними линиями

треугольника 𝐾𝐿𝑀 .

Средняя линия треугольника па-

раллельна стороне треугольника

и равна половине ее длины.
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𝐴𝐵||𝐿𝑀,𝐵𝐶||𝐾𝑀,𝐴𝐶||𝐾𝐿.
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𝐵1

𝐶1

𝐴𝐵||𝐿𝑀,𝐵𝐶||𝐾𝑀,𝐴𝐶||𝐾𝐿.

Что можно сказть об отрезках

внутри реугольника 𝐴𝐵𝐶?
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𝐴𝐵||𝐿𝑀,𝐵𝐶||𝐾𝑀,𝐴𝐶||𝐾𝐿.

Отрезки 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 будут

являться высотами треугольника

𝐴𝐵𝐶.
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Давайте сделаем вывод.

Теорема 3. Высоты треугольника (или их продолжения) пересека-

ются в одной точке.
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Доказательство:

452



Доказательство: Рассмотрим

произвольный треугольник 𝐴𝐵𝐶.
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Доказательство: Рассмотрим

произвольный треугольник 𝐴𝐵𝐶.
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Доказательство: Проведем че-

рез каждую вершину треугольни-

ка 𝐴𝐵𝐶 прямую, параллельную

противоположной стороне.
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рез каждую вершину треугольни-

ка 𝐴𝐵𝐶 прямую, параллельную

противоположной стороне.
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�� Доказательство: Проведем че-

рез каждую вершину треугольни-

ка 𝐴𝐵𝐶 прямую, параллельную

противоположной стороне.
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Доказательство: Проведем че-

рез каждую вершину треугольни-

ка 𝐴𝐵𝐶 прямую, параллельную

противоположной стороне.
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Доказательство: Получим тре-

угольник 𝐴2𝐵2𝐶2.
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Доказательство: Получим тре-

угольник 𝐴2𝐵2𝐶2.
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Доказательство: Точки𝐴,𝐵 и 𝐶

являются серединами сторон этого

треугольника.

(𝐴𝐵 = 𝐴2𝐶, 𝐴𝐵 = 𝐶𝐵2 как про-

тивоположные стороны паралле-

лограммов 𝐴𝐵𝐴2𝐶 и 𝐴𝐵𝐶𝐵2, по-

этому 𝐴2𝐶 = 𝐶𝐵2)

.
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Доказательство: Точки𝐴,𝐵 и 𝐶

являются серединами сторон этого

треугольника.

(𝐴𝐵 = 𝐴2𝐶, 𝐴𝐵 = 𝐶𝐵2 как про-

тивоположные стороны паралле-

лограммов 𝐴𝐵𝐴2𝐶 и 𝐴𝐵𝐶𝐵2, по-

этому 𝐴2𝐶 = 𝐶𝐵2.) Аналогично,

𝐶2𝐴 = 𝐴𝐵2 и 𝐶2𝐵 = 𝐵𝐴2.
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Доказательство: Из построения

также следует, что 𝐶𝐶1 ⊥ 𝐴2𝐵2,

𝐴𝐴1 ⊥ 𝐵2𝐶2 и 𝐵𝐵1 ⊥ 𝐴2𝐶2.

Таким образом, прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1

и 𝐶𝐶1 являются серединными пер-

пендикулярами к сторонам тре-

угольника 𝐴2𝐵2𝐶2.
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Доказательство: Из построения

также следует, что 𝐶𝐶1 ⊥ 𝐴2𝐵2,

𝐴𝐴1 ⊥ 𝐵2𝐶2 и 𝐵𝐵1 ⊥ 𝐴2𝐶2.

Таким образом, прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1

и 𝐶𝐶1 являются серединными пер-

пендикулярами к сторонам тре-

угольника 𝐴2𝐵2𝐶2.

Следовательно, они пересекаются

в одной точке.
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Доказательство: Из построения

также следует, что 𝐶𝐶1 ⊥ 𝐴2𝐵2,

𝐴𝐴1 ⊥ 𝐵2𝐶2 и 𝐵𝐵1 ⊥ 𝐴2𝐶2.

Таким образом, прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1

и 𝐶𝐶1 являются серединными пер-

пендикулярами к сторонам тре-

угольника 𝐴2𝐵2𝐶2.

Следовательно, они пересекаются

в одной точке.
Теорема доказана.
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IX. Рекомендации для решения задач по стереомет-
рии
Рассмотрим поиск решения стереометрических задач «на вычисле-

ние».
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IX.1. Источники «хороших треугольников»
Разумеется, рассмотренные выше рекомендации в полном

объеме работают не только в планиметрии, но и в стереометрии.

Однако в стереометрии появляются дополнительные «источники»

хороших треугольников:
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сечения, проекции и
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IX.1. Источники «хороших треугольников»
Разумеется, рассмотренные выше рекомендации в полном

объеме работают не только в планиметрии, но и в стереометрии.

Однако в стереометрии появляются дополнительные «источники»

хороших треугольников:

сечения, проекции и развертки поверхностей,
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IX.1. Источники «хороших треугольников»
Разумеется, рассмотренные выше рекомендации в полном

объеме работают не только в планиметрии, но и в стереометрии.

Однако в стереометрии появляются дополнительные «источники»

хороших треугольников:

сечения, проекции и развертки поверхностей,

что приводит к появлению некоторых дополнительных рекоменда-

ций.
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IX.1. Источники «хороших треугольников»
Основным источником проблем при решении задач по стереомет-

рии является необходимость так называемого «пространственного во-

ображения», то есть умения видеть и анализировать пространствен-

ную фигуру.
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IX.1. Источники «хороших треугольников»
Основным источником проблем при решении задач по стереомет-

рии является необходимость так называемого «пространственного во-

ображения», то есть умения видеть и анализировать пространствен-

ную фигуру.

Часто трудности возникают на этапе выполнения чертежа.

Рассмотрим пример построения чертежа в стереометрии?
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IX.1. Источники «хороших треугольников»
Основным источником проблем при решении задач по стереомет-

рии является необходимость так называемого «пространственного во-

ображения», то есть умения видеть и анализировать пространствен-

ную фигуру.

Часто трудности возникают на этапе выполнения чертежа.

Но даже при удачно выполненном чертеже проблемы с обнаруже-

нием полезных хороших треугольников иногда связаны с тем, что

треугольники с общей стороной или высотой могут лежать в раз-

личных плоскостях.
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IX.2. Дополнительные рекомендации для решения
задач по стереометрии

1. Проводимое сечение должно, как правило, проходить через

«цветные» отрезки и параллельно или перпендикулярно имею-

щимся прямым и плоскостям.
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IX.2. Дополнительные рекомендации для решения
задач по стереометрии

1. Проводимое сечение должно, как правило, проходить через

«цветные» отрезки и параллельно или перпендикулярно имею-

щимся прямым и плоскостям.

2. Если речь идет об угле между плоскостями, то для получения

соответствующего линейного угла желательно проводить сечение

данного двугранного угла плоскостью, перпендикулярной линии

пересечения плоскостей, образующих исходный двугранный угол.
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IX.2. Дополнительные рекомендации для решения
задач по стереометрии

1. Проводимое сечение должно, как правило, проходить через

«цветные» отрезки и параллельно или перпендикулярно имею-

щимся прямым и плоскостям.

2. Если речь идет об угле между плоскостями, то для получения

соответствующего линейного угла желательно проводить сечение

данного двугранного угла плоскостью, перпендикулярной линии

пересечения плоскостей, образующих исходный двугранный угол.

3. Получающиеся сечения желательно изображать отдельно, «ан-

фас».
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IX.3. Основные фигуры и отношения в стереомет-
рии
Как и в планиметрии, геометрические величины (длина, угол, пло-

щадь, объем) обычно находят с помощью треугольников, дуг окруж-

ностей, секторов и сегментов круга, но в стереометрии к этому спис-

ку добавляются сферы, шары и их части.
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IX.3. Основные фигуры и отношения в стереомет-
рии
Как и в планиметрии, геометрические величины (длина, угол, пло-

щадь, объем) обычно находят с помощью треугольников, дуг окруж-

ностей, секторов и сегментов круга, но в стереометрии к этому спис-

ку добавляются сферы, шары и их части.

Использование пирамид и призм обычно сводится либо к изучению

особенностей их граней (как правило, это треугольники или трапе-

ции), либо к вычислению площади поверхности или объема этих тел.
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IX.3. Основные фигуры и отношения в стереомет-
рии
Как и в планиметрии, геометрические величины (длина, угол, пло-

щадь, объем) обычно находят с помощью треугольников, дуг окруж-

ностей, секторов и сегментов круга, но в стереометрии к этому спис-

ку добавляются сферы, шары и их части.

Использование пирамид и призм обычно сводится либо к изучению

особенностей их граней (как правило, это треугольники или трапе-

ции), либо к вычислению площади поверхности или объема этих тел.

Кроме того, с помощью параллелепипедов иногда доказывается па-

раллельность плоскостей.

Рассмотреть пример?
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Изображение ко-

нуса начнём с основания.
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Изображение ко-

нуса начнём с основания.
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Теперь построим

вершину конуса.
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Теперь построим

вершину конуса.
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Теперь построим

вершину конуса.
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Остаётся провести

направляющие конуса.
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Напрашивается провести дугу окружности.
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Итак, развёртка

боковой поверхности конуса пред-

ставляет собой сектор круга, радиус

которого равен длине образующей.
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
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боковой поверхности конуса пред-

ставляет собой сектор круга, радиус
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Сектор радиуса 𝐿 𝛼
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Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Итак, развёртка

боковой поверхности конуса пред-
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которого равен длине образующей.
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Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Итак, развёртка

боковой поверхности конуса пред-

ставляет собой сектор круга, радиус

которого равен длине образующей.
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Площадь сектора

равна 𝛼𝐿2

2 , где 𝛼 — соответствующий

центральный угол.
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
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центральный угол.
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Для того чтобы выразить 𝛼 через 𝐿 и 𝑟, вычислим двумя способами

длину окружности основания:
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IX.4. Теорема о площади боковой поверхности ко-
нуса

Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Площадь сектора

равна 𝛼𝐿2

2 , где 𝛼 — соответствующий
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Для того чтобы выразить 𝛼 через 𝐿 и 𝑟, вычислим двумя способами

длину окружности основания: 𝛼𝐿 = 2𝜋𝑟.
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Теорема 4. Площадь боковой поверхности конуса с образующей дли-

ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · 𝑟 · 𝐿.
Доказательство. Площадь сектора
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2 , где 𝛼 — соответствующий
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Для того чтобы выразить 𝛼 через 𝐿 и 𝑟, вычислим двумя способами

длину окружности основания: 𝛼𝐿 = 2𝜋𝑟.

Следовательно, 𝛼 = , поэтому площадь боковой поверхности

конуса равна
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Для того чтобы выразить 𝛼 через 𝐿 и 𝑟, вычислим двумя способами

длину окружности основания: 𝛼𝐿 = 2𝜋𝑟.

Следовательно, 𝛼 = 2𝜋𝑟
𝐿 , поэтому площадь боковой поверхности

конуса равна
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Для того чтобы выразить 𝛼 через 𝐿 и 𝑟, вычислим двумя способами

длину окружности основания: 𝛼𝐿 = 2𝜋𝑟.

Следовательно, 𝛼 = 2𝜋𝑟
𝐿 , поэтому площадь боковой поверхности

конуса равна
𝛼
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Для того чтобы выразить 𝛼 через 𝐿 и 𝑟, вычислим двумя способами

длину окружности основания: 𝛼𝐿 = 2𝜋𝑟.

Следовательно, 𝛼 = 2𝜋𝑟
𝐿 , поэтому площадь боковой поверхности

конуса равна
𝛼
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Для того чтобы выразить 𝛼 через 𝐿 и 𝑟, вычислим двумя способами

длину окружности основания: 𝛼𝐿 = 2𝜋𝑟.

Следовательно, 𝛼 = 2𝜋𝑟
𝐿 , поэтому площадь боковой поверхности

конуса равна
𝛼
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· 𝐿2 = 𝜋𝑟𝐿.
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ны 𝐿 и радиусом основания 𝑟, равна 𝜋 · r · L.
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Для того чтобы выразить 𝛼 через 𝐿 и 𝑟, вычислим двумя способами

длину окружности основания: 𝛼𝐿 = 2𝜋𝑟.

Следовательно, 𝛼 = 2𝜋𝑟
𝐿 , поэтому площадь боковой поверхности

конуса равна
𝛼

2
𝐿2 =

2𝜋𝑟

2𝐿
· 𝐿2 = 𝜋rL.

Теорема доказана.
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IX.6. Теорема об объеме многогранника и вписан-
ной сфере

Теорема 5. Если в выпуклый многогранник можно вписать сферу

радиуса 𝑟, то объем этого многогранника равен
1

3
· 𝑟 · 𝑆, где 𝑆 —

площадь поверхности этого многогранника.

Доказательство.

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

3
𝑆𝐴𝐵𝐶𝑟 +

1

3
𝑆𝐴𝐵𝐷𝑟 +

1

3
𝑆𝐵𝐶𝐷𝑟 +

1

3
𝑆𝐴𝐶𝐷𝑟 =

=
𝑟

3
𝑆.
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